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Stochastik für die Naturwissenschaften
Dr. C.J. Luchsinger

10. ANOVA/REGRESSION

1-0.1 Einfache Varianzanalyse (ANOVA G!+atysis gf !@riance))

Einordnung der ANOVA mit Hilfe einer

Der einfachste Fall ist die einfache Vananz.)
Factor Experiment), komplizierter Zweiweg-

Wir entwickeln die Theorie zur ANOVA

r.vird das Wachstum von Pflanzen unter vier klar kontrollierten Bedingultgen untersucht

(GG: Mineralien von 4 Lagerstätten). Wir nennen diese vier verschiedenen Bedingungen I-

IV. Diese können zum Beispiel unterschiedliche Arten von Düngemittel sein. Wir erhalten

dann zum Beispiel foigende Tabelle des \tr'achstums der Pfla,nzen iiber einerr gegebenen

Zeitraum und fragen uns, ob die Mittelwerte gleich sind (?16) oder nicht (11r): KLICKER

I II m IV
ö().o
47.8
44.4

42.9
40.9

35.5

35.5
35.4
47.6
38.8

29.6

33.4
32.8
38.8
42.8

38.5
42.4
45.5

38.9
38.9
44.5

v,fu.;,obazoro
anhand eifies Beispiels: In einem Agro-Konzern

J z //1 T

aq*

x 6U
U

Tabelle: Wachstum von Pflanzen unter 4 Bedingungen (1 Faktor

Beispiel: die vierte Pflanze unter Bedingungen f r,vuchs irn beobachteten Zeitraum 42..8 ezr:,

hoch.
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Wir werden jetzt ein mathematisches Nlodell mit k Gruppen aufstellen (oben k:4)
4o- r/ , ,.fle/r.=ar' €? r/' (rr"n-,/rz6u..-)

Y.i -- trti * rii (1 <j<k;I<i,!ni)

n1

(10.1)

./

ruppe 7 (oben (6,4,5,6)). Die totale Anzahl

€
Fo+oz-

,. 4o/-/7or= /2.7

Ae'r."J /rl 1".rte V'
Dabei bezeichne n, die Anzahl Nlessungen in G

Beobachtungen ist 
k

n:D
j:r

/444&e, .tffioba*+,

Die Zahl 42.9 in der Beschreibung ist dann die Realisation von Y+r. Wir fassen die Nless-

grössen also als Realisationen von Zufallsgrössen attf. Die r;, sind iid {(0,.e3["erteiit.
Achtung: Gleiche Yarianz in allen Gruppen! Danit gili t ---o--' 'azry keTrd/

Yii -"M(p,i,o2)

und die ni Realisationen in Grr-rppe j sind unabhängig voneinancler.'Wir interessieren uns

ietzt für die Frage, ob die k lVlittelwerte gleich sind oder nicht. Wir wollen in obigem

Beispiel ein hohes Wachstum erzielen nnd den Dtinger attswählen, del das höchste Wachs-

tum hervorbringt. Die Nullhypothese lautet ,hrrt
(11o -

ree&
Hyffothese) 

'
ltt: lt2: lt l"

Sicher werden wil aus den Daten die unbekannten Nlittelwerte schätzen. Wir werden also

den Vlittehvert pr,1 in Grr-rppe 1 durch

\-T'. x,
irt t:Y,l i: ut-t u'

TL1

schätzen r-rnd alle weiteren nach der ailgemeinen Formel

. r7 DI!, Yt;
ltj i: I.j i: 

",

wo 1 { j < k. Damit haben wir jetzt k geschälzte lVlittelwerte - sie welden mit Wahr-

scheinlichkeit 1 alie verschieden sein. Sollen wir jetzt einfach den grössten nehmen und

die entsprechende Gruppe zum Sieger erklären? Nein! Aus tlnserel' bisherigen Erfahrung

in Kapitel 9 wissen wir', dass auch unter der Nullhypothese immer einer am grössten sein
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und dass dicscr cinc signifikant grösscr scin nurss, da,mit wir dic Nullhvpol,hcsc vcr-

werf'en. Aber was heisst signifikant? Je nachdem, wie gross o2 ist, ist auch mit grösseren

Abweichungen selbst bei Gültigkeit der Nullhypothese zu rechnen. Zudem kennen wir

o2 gar nicht. Es scheint hofinungslos zu sein - aber

2. Schritt einen Schätzer frir die Varianz (genauer das (n - l)-fache davon) angeben mit

knjknj

! ttr,i - GNI)2: t l(tv, - GNI) + (Yi -Y ))'
j:t i':t j:t i:r

knj
: IlFi - GND2 + t\fui *Y)'

j:li:7
/4//A & iJaZ 2:

I f. Unter der Nullhvpothese haben wir eine iid-Stichprobg, und wir können alle n Da-

ftu,,p',,,t.,"*t"'tffiffirBerechnu"ffi,'.aNIeanGMeinsetzen:NIitGfu[::
I Di:, tl:, "', können wir in einem

trL

j:r i:I

knj

knj

knj

knj

j:t i:l

j:t i:r

knj

+2D\Fi -ctul)(Yi -Yi)t (x, x)L

(on
"?r)

j:L i':L
It,nj

j:7 i,:I
nj

+2DFi - GuI)lfui -Yi)

H4,
2a/-
knt
/aarc-&
f.tert
cl.t//ot-

a : tl?i - GL'D2 + tlfui -v.)'f =sna j:r i:t
k

j:r
lxnj

j:t i:t
k

j:1
le nj

j:t i:L

i:l

J : tftr; - GNI)2 + t\tui - Y )'

: t \ü i - GI,I)2 + t ltui - Y )'
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Die drei wichtigsten Skizzen in ganz MAT 183
o 6/L/ /.*i*/ /rä/-/
o

l?-?sc

E /,/ ooJ 2 76a<

Fq*J, .-/ztoua:

//./

6

a4

r)

rL/
%:%@

//ez ; P*o4 dte -/
k Z. J--*-*'a"

4 z?cF

4 =? *

s.
6
tv-s

./ // 4. //

/l H, //
,lLO

--=
3

6r{-/
6

fub. roJ 6"/*4^

Fffi/ ,Lt b/5/rrb %
tafu*./

,
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wird und dass dieser eine signifikant grösser sein muss, damit wir die Nullhypothese ver-

werfen. Aber was heisst signifikant? Je nachdem, wie gross o2 ist, ist auch mit grösseren

Abweichungen selbst bei Gültigkeit der Nullhypothese zu rechnen. Zudem kennen wir
o2 gar nicht. Es scheint hoffnungslos zu

Dte,.v;geegl,ieht.in 2 Schritten und wird uns

gleich;die' Lösung des Problems liefern.

sein - aber: Wir können ia
(eher qnerwartet) durch

o2 schätzen.

Umformung'

1. Unter

tenpunkte
Di:,Di:,"^' können wir in einem

be wir können alle n Da-

GM einsetzen: Mit GM ::

(n - 1)-fache davon) angeben mit:

f7,

h7i4 2, ä k, - ?)o -.,/-prt&/' 2. Sc6-ritl einen Schätzer für die Varianz (

/or,ä

knj knj

j:I i.:1
.J

DD,fu,-cM)
j:7 i:7

Resultat:

:tD(lY, GM) + (Yi -Y ))
j:7 i:t
knj

2

:tt GM)',+ Ilfui -t),
Ir nj

lx nj

knj

j:r i:7

j:7 i:7

-L,

j:7 i+1
nj

lrtr - GM)(Yi -7i) H,/i
lo*/
y'VP- /t
/arr<- tzha

'frvF '

j:\ i:7
nj

\(Yi - GM)' + I\&i -Y)'
j:7 i:7

k

.i:r
+zDF.i - cM)\rui -Yi)

nj

i:1

: tlTi -GM)' +tltui -r.)'
knj

j:r i:t
le

j:L
knj

.i:7 i:r

+2DF; - GM) xo

: t\Fi -GM)' +t
nj

\tui -Y)'
i:7

k

j:7

AN
haben die 2 hochi,nformat'iue Summen aufgespalten! Deshalb



.:;n^o* 
arso zusam:"",*,"^"7 

"-':; 7-- 
lätr*4h/r"{

l\V,i - cnr72: t Dfrf-,'l- Gnr72 + ! (If t, -6*,ifi') (Fundi ANovA)
i-t i:r t:t ;-r @ 

:t t;:1 
1e) 

/

ewls'La"- /-ät-ll
Diese Gleichung wird auch als Fundamentalgleichung der Varianzanalyse bezeichnet (des-

halb "Fundi"). Was sagt sie aus?
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Die gesamte Summe der cluadratischen Abweichungen der einzelnen Beobachtungen vom

Grand IVIean (linke Seite) lässt sich ar-rfspalten (" +" ) in Summe der qr-radrierten Abweich-

ungen der Srohandltltgsmittel*ertefirro- Grand IVIean (zwischen den Behandlungen, engl

between treatments; erster Summand) und der Sumne der quadrierten Abweichungen der

einzelnen Beobachtungen vom jeweiligen Behandlungsmittelwert (innerhalb der Behand-

lungen, engl within treatments; zweiter Summand)..

Zwischenfrage ans Publikum: Angenommen, die Annahme gleicher Nlittelwerte ist verletzt.

Welcher der beiden Summanden auf der rechten Seite von (Fundi ANOVA) wild tendenziell

grösser im Verhältnis zum anderen? Gehen Sie bei solchen Überlegungen in die Extr-emel

KLICKER .Z/ &**r.rJ ur!.( 7fz;-sA-a-

Damit bietet sich als Test-Statistik folgende Grösse u", /k-+)(-., (, -A) : 47a7&.

rr. Dj-. Di]-.'(Yi -GI;I)21&- 1) _ D::rri(Yi -G^I)21(k-r)v '- tl-, L::r(Yii - Y i)'l@ k) - tj-' DT-r(Yii - Y 1)21@ - k)

Diese Test-Statistik hat unter Ho eine Fr"-t,n 6-Verteilr-rng. Wir werden den Ablehnr-lngs-

bereich der Nullhypothese einseitig dort wählen, wo diese Statistik gross ist. Spielt es

eine Rolle, ob man zum Beispiel Gervichte in mm, ptn,) m, km eingibt? Sl-Einheiten?

KLICKER

^)

2-

#-/ /ca.z/ --rL/ /q.qn / dh

Wenn wir nur k : 2 Gruppen haben, so kommen wir in eine bereits bekannte Situation.

In welche und walum? 2 -T 4/ "/*tJ/

@

@
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> growth<-c (33 .3,47 .8,44. 4,42.9,40. 9, . . .,42. 4,45 .5, 38. 9, 38. 9,44.5)
> dung(-rep(LETTERS [1 :4],c(6,4,5,6) )

> dung<-factor(dung)
> agro<-data. frame (dung, growth)

) analyse<-aov(growth - dung, agro)

> analyse

CalI:
aov(formula = growth-dung, data = agro)

Terms:

Sun of Squares

dung

113.7990

Residuals
408.5105

Deg. of Freedom 3

Residual standard error: 4.902043

Estimated effects may be unbalanced

> surmary(analyse)
Df

dung 3

Residuals L7

t7

Mean Sq F value Pr(>F)
0.2313

(ao./,L
4a.L -.-)

37.e3'l +r1.5786
24. 03 J

(x)
> sunmary(agro)

dung growth

A:6 Min. :29.60

B:4 1st Qu. :35.50

C:5 Median :38.90

D:6 Mean :39.44

3rd Qu.:42.90
Max. :47.80

Sun Sq

113.80

408.51

,17

)

?-ttäl
23,4)7"

g!+s%

5 ä

A 1.s786 3tsr

/t4o//

o /- /&t/
(23. /7 7.

" .-/ 57P€

7 s7)

H4 la
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span, log
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oo
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Die Berechnung der Langsamkeit - Schrveizer Monat

Kalumne; Düs ktreine Einmalems

AusEabe ffi73 - Februar 2A20

Die Berechnung der Langsamkeit

Wie der Spurt auf das Tram mit Parabeln zusammenhängt.

v on Christoph Luchsinger

34.41.2020

\ Ä f "t 
morgens auf das wartend.e Tram spurtet, kann eine beachtliche

v It Geschwindigkeit erreichen. Versucht man das gleiche Tempo bei einem

Langstreckenlauf durchzuhalten, stösst man aber schnell an seine Grenzen. fe

länger die Strecke ist, desto tiefer ist die Durchschninsgeschwindigkeit, was

unter anderem an der Ermüdung der Muskeln liegt.

I

http s ://schweizermo nat. chL./die-berechnung-der-langsamkeitl

))

I of 6 61112023.2:06 PM
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Das Phänomen zeigt sich auch im Spitzensport. Der Schweizer Rekord im 1oo-

Meter-Sprint der Männer liegt bei ro,u Sekunden. Über 2oo Meter berrägt die

schnellsteZeitzo,o4 Sekunden. Für 4oo Meter braucht der Rekordhalter schon

44,99 Sekunden und für 8oo Meter Loz,6 Sekunden. Die Reihe lässt sich

erweitern:

https :/lschweizermonat.ch,/die-berechnung-derJangsamkeitl

))

Distanz (in Metern)

1000

1609 (eine Meile)

2000

5000

10 000

20 000

25 000

30 000

Rekord zeit (in Sekunden)

135,6

23O,4

294,5

797,5

1'.664

3554

4735

574L

Für 8oo Meter braucht man mehr als doppelt so lange wie für 4oo Meter, ebenso

für zooo Meter mehr als doppelt so lange wie für rooo Meter. Eine Ausnahme

ist der Sprung von 1oo auf zoo Meter, weil die zeitfressende Startsequenz auf

2ot6 6/112023,2:06 PM
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L0 000
8000
6000

\_v

der kurzen Distanz stark ins Gewicht fällt. Der Zusammenhang ist also nicht

proportional. Dochwie ist er genau?

Auf Basis der Daten kann man versuchen, den Zusammenhang, in diesem Fall

den überproportional wachsenden Zeitaufwand für eine gegebene Strecke, mit

einer mathematischen Formel zu beschreiben. Wenn man die Zahlen in einem

Koordinatensystem einträgt, das auf der x-Achse die Distanz in Metern und auf

der y-Achse die Zeitinsekunden angibt, kann man nach obigen Überlegungen

nicht erwarten, dass es eine Gerade durch den Nullpunkt gibt (das würde einem

proportionalen, linearen Zusammenhang entsprechen). Es geht eher in

Richtung einer Parabel.

Erfahrene Datenanalytiker kommen bei solchen Daten schnell auf die Idee einer

Datentransformation, die den Zusammenhang anschaulich macht: Wenn man

die x- und y-Achsen derart staucht, dass in der Darstellung die Sprünge der

Distanzen von 1oo zu r.ooo und dann zu 10 ooo Metern gleich lang sind (bei der

y-Achse die Sprünge der Zertenvon 10 zu 1oo zu looo zrtLo ooo Sekunden),

dann liegen die Punkte fast perfekt auf einer Geraden (siehe Grafik).

https :l/schweizermonat.cVdi e-berechnung-der-l angsamkeit/

))

3 of 6
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Die Berechnung der Langsarnkeit - Schweizer Monat https :/lschweizermonat.ch'/die-berechnung-der-langsamkeit/

r! \\l \I' '-J+t \, /^lv I
c{

O
cf)rl

Wenn nun in dieser sogenannt doppelt-logarithmischenDarstellung eine Gerade

resultiert, dann - so lässt sich mathematisch nachweisen - muss der

ursprüngliche Zusammenhang ein Potenzzusammenhang sein (also etwas in

der Art y = ä . xb). In der Tat gelangt man mit obigen Zahlen approximativ zu

folgendem Ergebnis (probieren Sie es selber aus): Wenn x die Strecke und y die

Zeit ist,dann gilu y = o,o59' xL'\2

Der Exponent ist t,tz; wäre er 1, so hänen wir im ursprünglichen

Koordinatensystem eine Gerade, bei z wäre es eine Parabel. t,tzbezTffert den

Leistungsabfall.

Eine kleine Warnung: Für Distanzen von 1oo bis 30 ooo Meter erklärt diese

Formel die aktuellen Daten gut. Extrapolationen auf höhere Werte sind - nicht

nur hier - mit grösster Vorsicht zu geniessen.

Christoph Luchsinger

ist Mathematikdozent an der Universität Zürich, Gründer der Stellenbörsen

www.math-jobs.com und wurvr.acad.igbt und Redaktor beim Think Tank

))
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www-schanen-kabinett.ch. In seiner Kolumne kommt er alltäglichen mathematischen

Geheimnissen auf die Spur.

Alles von Christoph Luchsinger lesen r

http s ://schwe izermonat.ch,/die-berechnung-derJangsamke itl

))

6 of6
6/112023,2:06 PM
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10.2 Regression

l-0.2.L Einfache Regression (sirnple regression)

Die einfache Regression ist das einfachste nichttriviale Beispiel eines komplexen Modells,

in dem Kapitel 8 und 9 vorkommen. Schätzen und Testen sind Hauptthema für alle

komplexen Modelle.

In diesem Kapitel werden wir eine etablierte Methode kennenlernen, mit der wir eine

(lineare - also "auf einer Geraden" ) Beziehung zwischen 2 Variablen untersuchen können

(2.8. Körpergrösse von Mutter (r) und Tochter (g)) I- (theoretischen) Modell
.'/ -Sle-o-'/4tta

Yr: 0o * flfir * er I 4e*ä; Va<, vL (10.2)

a
) 4ßardole y',aJ

&") ?**,4/
,!.'4 ä&6ia-
-{.*,4 q'
tt6t/'C4/-O7r.'*/'"7)

a

a
a

r
werden wir die r-Variable als fest betrachten und versuchen, die Y-Variable möglichst

genau durch r vorherznsagen oder durch r zu erklären (stören wird uns dabei der ,Störterm

f"

e), Es wird dann mit Daten (

(engl. slope) zt schätzen(r,a.)
fri,Ai), L < i < n, darum gehen, Bs

zu testen, ob nicht z.B. 0t :0 gilt
intercept) und y31

k,t44 nu7rarFtz*
(engl.

)

2 gtrte Beispiele: https : / /schweLzermonat.ch/aie-berechnung-der-Iangsamkeit/,
https : / /www. science .org/doi/L0.tL26/sciadv .adn7273

Gründe für Regressionsanalyse sind jeweils:

* Y vorhersagen

* Zusammenhang erklären anhand bisheriger Daten
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1O.2.1.1 Motivierendes Beispiel - Gefahren

Wir schauen den Tschornobyl-Datensatz (1986) mitsamt den dazugehörigen Plots an

//,2./ //.41n- nt*/
,rJ ,Uo-.äJ

* Rohdatenplot Distanz verslls Radioaktivität > nicht informativ

* Hüufig urlrss 1rr:llr iti del Slatistik ciie Datetr vorgüngig tlartsfix'ttiit:ren (zurn Beispiel Kelrr-

wert nehmen, Logarithmieren, etc; mehr dazu im Stahel). Welche Datentransformation

könrrte Abhil{e velschzrffen? Wie finclel, rn:irl }rier cliese'/ Entwedel hal, rnan plakti-

sche Erfahrung aus der Statistik oder theoretische Kenntnisse alls dem Fachgebiet (hier

Vleteorologie, Ausbreitr-rng von Gasen), oder wir machen folgende allgemeine Überlegung'

global gesehen haben wir hier eine Punktquelle, deren Wirkung sich (anfänglich) r'adial

(kugelförmig) ausbreitet. Wir erinnern an die beiden Transformationen, welche wir in
1VIAT 182 kennengelernt haben:

regen dist kBq/mzort
0

0

0

0

0

U

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1

1

1

0

0

1

0

1

3.16
5.62
7.94

14.13
15.85

28.18
89.13

125.89

28L.84
316.23
707.95

1000.00
1000.00

7122.02
1258.93
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Welche Transformation und warum? Das ist erstmal ein Versuch

4
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=/" +/ xd
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Retourtransformation (vgl p+1) und Nachbesprechung obiger Transformation

1 ooh- .-'fi*.a /r*t*@, -={.a-ra^ *,L,*J..

'trßr):_/po3 -4o,%./o
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)

b7

/ t

-3 r' 4,a9-/(-/#)
n/a/""&rzv*ta*-4V 

-e+e- *



NulDistan"<- M
//.on na.h4 /

254 10. ANovA/Regression

Wir wenden hier also den Logarithmus an) sowohl fär die r-, wie ar-rch ftir die g-Achse.

Schauen wil Pairs-Plot (R: pairs) mit den tlansfornierten Daten an. Was wir mit einem

Pairs-Plot und diversen Transformationen der Daten machen gehört ztr erploratori'schen

Statistik (methodisch sehr frei). Danach macht man mit den vermuteten Zusammenhängen

konfi,rm,atorische Statistik (methodisch eher eng, es muss intersubjektiv Bestand haben).

Jetzt versuchen wir die Radioaktivität mit der Distanz allein zu erklären (oder vorherzllsa-

gen). Wil wollen Llns vorerst auf die Schätzungen der Parameter inY,': 0ol 3pt* et

konzentrieren. iVlit einem noch zu besprechenden Verfahren (Kleinste Quadrate - siehe

10.2.1.3), geben lvir in R. ein (Bef'ehl ist R-spezifiscli)

log(bq) - loe( dist )) /d(Q) /q.4 /"J(/4) a4äta.-
Dabei seien die Daten bereits als "dist", "l'egen und "bq" in R eingelesen wolden. "lm"))

steht fär Linear Model, Iog(bq) nennt man die "Response Variable" (abhängige Variable)

und log(dist) eine erklärende Variable oder einen "Predictor". Wenn wir also Daten haben

und in Vlodell (10.2) die Pararneter-schätzen, erhalten wir folgende Regressionsgelade:

Iog(bq) : 9.803 - 1.091 log(dzsf)

Z =./o +/9. x
\Vcgcrr clcs ncgat,ivr:rr I(otffizi,intcn (-t.OOt;'haben wil also einen negativen (linearen)

Zusammenhang: je grösser die Distanz zLrm Ungläcksreaktor, desto kleiner die Radioak-

tivität. Das ist aber alles in logarithmischer Skala geschehen; wir kehren eine Seite zurtick

zr,rr Besprechung der Transfolmation.

Wenn wir jetzt noch versuchen, die Radioaktivität mit dem Reqen allein zu erkläreu (oder:

vorherzusagen), gibt es eine Ubelraschung; wir erhalten hiel nämlich erstma,ls

log(bq) : 3.7784 M' 'egen

Entgegen unseren Elwartnngen haben wir auch hier einen lggativen (lineareqlZusanlmen--

hang- Wieso ist das hier so (beachten Sie ar-rch die spätere Relativierung dieses Resr-rltats)?

/" ettu% Q-1a* o4 ar-r/ ry't-n 11 *,t/V&a
Ar-rf Ausdruck hinten finrler Sie viele Zaltlen, 'urrclche r,vir jetzt zunr

ersten VIal anschallen.

+ fuJ-n\io /';4's//'"* ./ 1126
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IO.2.L.2 Welche Modellannahmen werden wir machen?

Wie überall in der Statistik werden wir ein intensives Wechselspiel zwischen Daten (rt,At)

und (vermuteten) Zufallsgrössen haben. Wenn wir uns auf der Ebene der Zufallsgrössen

befinden, machen wir folgende Modellannahmen (l < i' < n):

CLT
)

o-'/r/fJea* /.u,6., + 'äq?daz-y:go*7fit*q (10.2)
u...--)
fr#e /orb-/*'&"4a1/

/,^tJfQ"/,4.t -9

a,atl*3a* 2n-/Äf aa.b/oa/*-
rsfl/-)

61, . . . , e,, sind iid I/(0, a2)-verteilte Störterme. Auch o2 ist ein zu schätzender Parameter.

In vielen Anwendungen subsumiert man in der residualen Grösse ei kleine Effekte wie

Messfehler, Rundungsfehler, zufällige Schwankungen, kleinste Einflüsse, welche man nicht

in das Modell einbauen will, um es einfach zu halten
a

ft/r

7'

fr

h

o

e

r

/" * x ,4,4v
/2- 77roth// geto'ä/

a.Ae/aael/ä.,Zr'
a*hln*- /

x4 7<> x3 xt7 x5
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./u
LO.2.1-.3 Schätzen von ps,, B1 und o2: OLS

ve
Wir werden jetzt€4Methode kennenlernen (OLS), mit der man die unbekannten Para-

meter in (10.2) schätzen kann. Wir werden die Schätzungen der unbekannten Parameter

rnif ßo und B1 bezeichnen. Wir definieren damit die geschätzten PlIqhLe

die geschätzte Gerade ist dann A : Ao * 0p. Die Aufgabe ist lediglich: wir suchen eine

Gerade durch die Punktwolke (ra, At)T:t derart, dass die

,L"/o.fu
ry'"A.VH

('- )

._)

i
i:1

,S,SE ::
rL

(w - 0r)' ,: I(gro -

b6ro,br Zo( ph,Lrhta

minimal ist (OlS:Ordinary Least Squares; kleinste Quadrat-Schätzung). Das ist eine

sinnvolle Aufgabe, denn wir wolien den Fehler (die Abweichung der geschätztenWerte fia

von den beobachteten Werten gz) klein halten.

v

4.,-za

i:r

o

.1

4,"7
ß

üt.:: 0o I ßfit,t 1i,1n,

Es gibt genau eine soiche Gerade; wir werden sie gleich bestimmen

r



Wir definieren wichtige Summen:

,9,S-R :: D,tg, - A)',

253

(u"t)
(entspricht ffi nV (X))

n

i:l

"R" steht dabei für Regression, dann noch die 3 Summen

SS*o :: I("0 - d)(ao - 9) :L*oun - nna

SS,, ::D@o - *)' :
n

i:l

rL

i
i:1.

nt
i:7

rl

a7

_tn,I-

_tna'

/ap,b4 2
SSo, ::D@o - y)' :

tu1a)
(entspricht ee*i nV (V ))

'-) i:r
und

fI n

i,:L i:r

Schreiten wir ietzt zur OlS-Schätzung: Wir haben von SSE die Summe

rL

,{b/ ("Kreuzsumme")

(10.3)

2 16,'-/*7*-,

i:L

)

der Analysis her wissen wir, dass

man bei eindimensionalen Optimierungsproblemen die erste Ableitung gleich 0 setzt (und

die zweite Ableitung noch überprüft). Dies ist auch bei mehrdimensionalen Problemen so

(bei der zweiten Ableitung ist es ein bisschen schwieriger - der Dozent weiss aber, dass es

so gut geht).

Die Ableitung von (10.3) nach B6 bzw. By gleich 0 gesetzt ergibt:

i*orrn - ßo - gpr) :0.
i.:r

rL

D,@o-Fo-gp):o;
i:7

Dies ist äquivalent zu

!-0o-P1n:o
und

SS,a I nna - \oni - 9{55,, * nn2) : g.

Nach einfachen Umformungen erhalten wir

2 ä-&ha"'b
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(10.4)

und

(10.5)

6..Ln.(r.b,)
Für die Schätzung vant o2 nehmen wir 1i 1n,
(die wahren sind ja unbeobachtet) und definieren:

robw
(10.6)

Warum " (n - 2)" im Nenner? Mit dieser Wahl wird der Schätzer o2 erwartungs-

treu. Sie beweisen als freiwillige HA, dass auch 0o, fu erwart sind. Wir besuchen

nochrnals unseren Cornputerausdruck und identifizieren dort die

(10.4), (10.5) und (10.6).

gefundenen Grössen

&o,',L"

,i^

0o: ü - 0ß.

-)

,J
Nachtrag

a
"6(*{

a
% f't

Uo.*..?

tt/d/t- e*o-6,
dco*-/

dA-

a

o

V*,-/a&.4- {"*./e (os)
r

ö2::#i"r
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Eine kleine Betrachtung, welche uns für den Modelfit rol-;it R2 ("R-Squared") eine leistungs-

fähige Kenngrösse liefern wird: Wir haben viele Summen definiert : S Sr, S Sss, S Sro; dant

SSE und SSR. Überraschenderweise gilt folgende Beziehung (den Beweis machen Sie bitte

als kleine HA, wobei Sie Schätzungen (10.5) fij.r Bs und (10.4) fiJ.r h benutzen):

SS,,,, : S,5,8 +,5Str.A9- a ä-*on
l.t"-

also

rL

D,@o - ü)' :D,(9, - ü' +D@u - f,o)'. (10.7)
i:t i:7 i.:1.

,/n? 4;*t
Wie wird dies interpretiert? S,9r, ist ein Mass für die Variabilität in den uns interess-

ierenden Daten g (die Radioaktivität!). Wir wollen die Radioaktivität möglichst präzis

vorhersagen oder erklären. Mittel dazu sind die Anzahl (1 oder 2) und Auswahl (Distanz

oder Regen) der erklärenden Variablen. Dann wollen wir die SSE, die Sum of Squared

Errors, klein machen. Das haben wir mit OLS gemacht. Je nach Anzahl und Auswahl

der erklärenden Variablen wird SSE mehr oder weniger klein. Wenn wir ein kleines SSE

erhalten, ist es gut. Da SSro gegeben ist (es sind die Messwerte) und in der Form

SSao : SS.B + S,S.E aufgespalten wird, ist entsprechend ein grosses SSR gut. Statistiker

sagen dann: "Die Variation in den g (SSrr) Iässt sich aufspalten in einen Anteil, der durch

die Regression erklärt wird (^9^9R) und eine residuale Summe (SS,B)". Dies lädt ein, mit

{ SY. s"A
ssA: **-" cI0.1]

S,5,8+S,5.8 
.-'" a,./S /-.L /*/)

/htä,*-./y' (oz-r)

SS R2

-s.fr( ssg

eine Kenngrösse anzugeben, welche sagt, wie gut der Fit des Modells an die Daten ist.

Grosse Werte bedeuten einen guten Fit (Modell nur mit Distanz), kleine Werte einen

schlechten Fit (Modell nur mit Regen). Sobald wir mehr erklärende Variablen einbauen,

wird der Fit automatisch besser (siehe später und auch im vollen Modell). Deshalb hat

man mit "R2-adjusted" noch eine weitcrc Kcnngrösse definiert, welchc viele crklärende

Variablen bestraft. Auch dies suchen wir jetzt in unserem Computerausdruck. Informativ

sind auch die beiden Bilder a) mit den Boxplots der Residuen und b) der Cartoon.

?/

EA'L
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LO.2.L.4 t&st"r, ob 0t' b

n// /(-f,/4 7
ii;.
.rl

Wenn wir uns im Spezialfall der einfachen Regression nur für die Steigung der Geraden
interessieren, gibt es eine einfache Herleitung eines statistischen Tests ob

'lLs : {\ :6

gilt oder nicht, wo b eine beliebige Zahl (oft 0; default in R). Wieso treten solche Fragen

überhaupt auf? Dazu. 

?;ffi0 
und ?h: / ptrr* / -O.,

2a"z) f%fix,+€;
f/" €,

%:/, 1,/x; * 4'
tn-1-ä*/ a,r/, /q'//ra L a r'4 kta-

,G-"/.tt=/AJ

.)i )
+

I,

e 4-/ X--{h*rä+
4o /o/.A,/

O U

Kleineo notwendige Warnung:

die Streuung, genauer

nachfolgend:

Das ist genau der gleiche Fehler, wie wenn Sie bci einem t-Test naiv crwarten, r müsse

schon nahe oder gar exakt 0 (bzw ps) sein.

B1 reicht nicht aus zur U ob h: 0 oder nicht, wir brauchen auch hier
ljii 'i::il ,r'.li: ,Lr, ',iir,ritt't lirrt ii!]. "irlia' r .r i ;,1 ,;1, .l l machen wir jet$t
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Eine kleine Betrachtung, welche uns für den Modelfitrnit R2 ("R-Sq ") eine leistungs-
fd,hige Kenngrösse liefern wird: Wir haben viele Summen definiert: sr",ssaa,ssrai
dazu SSE und SSR. Uberraschenderweise gilt folgende Beziehung ( Beweis machen
Sie bitte als kleine HA, wobei Sie Schätzungen (10.5) für Bs und (10 ) für B1 benutzen)

S Soo :,SSR + SSE

also
).4 e c CrZ

a a.s
. (10.7)

3Qo

i-1 i:1
L,@n - a)' :D,fau - g)' +D( ^,t

ar.)'
i:1

präzis vorhersagen oder erklären. Mittel dazu Sind

(Distanz und Regen) der erklärenden Variablen. D
Squared Errors, klein machen. Das haben wir mit

Q*+)
Wie wird dies interpretiert? ,SS* ist ein Mass für Variabilität in den uns inter-

die Radioaktivität möglichstessierenden Daten 9 (die Radioaktivität!). Wir
Anzahl (1 oder 2) und Auswahl
wollen wir die SSE, die Sum of

LS gemacht. Je nach Anzahl und
Auswahl der erklärenden Variablen wird SStr oder weniger klein. Wenn wir ein

ist (es sind die Messwerte) und in
entsprechend ein grosses SSR gut.

kleines SSE erhalten, ist es gut. Da ,5'S* gege

der Form SSao : SS,R + SS,E aufgespalten wird,
Statistiker sagen dann: "Die Variation in den y SSo) lässt sich aufspalten in einen
Anteil, der durch die Regression erklärt wird (,S

Dies lädt ein, mit
und eine residuale Summe (,9^98)"

5/, s.9A
€ [0,1] (O . 79R2

s,s.R + E
-si}( _s.lsf

eine Kenngrösse anzugeben, welche sagt,

Grosse Werte bedeuten einen guten Fit
gut der Fit des Modells an die Daten ist.

nur mit Distanz), kleine Werte einen
schlechterr Fit (Modell nur mit Regen). So wir mehr erklärende Variablen einbauen,
wird der Fit automatisch besser (siehe und auch im vollen Modell). Deshalb hat
man mit "R2-adjusted" noch eine Kenngrösse definiert, welche viele erklärende
Variablen bestraft. Auch dies suchen wi ietzt in Lrnserem Computerausdruck. Inforrn-

3r

ativ sind auch die beiden Bilder a) mit Boxplots der Residuen und b) der Cartoon /./h
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Für die jetzige Untersuchung setzen wir voraus, dass (10.2), also Ya : ßo * Blri * ei,

gilt. Dann können wir folgendermassen argumentieren:

1. Die Schätzformel für B1 lautet (vgl. (10.4))

a SS*a DT:r@u - ")@r. - a)P': ssrr:W
2. Weil DT:r@t - n): 0 silt auchli:1ü@t, :0 und damirtit

\i1bt - r\(ao -9 l-n/-\Lt:t\rt - r)ata SS'Y
Pr - ss," DT:'@o - n)

,
DT:, @n - n)'

3. Schätzer sind (vor der Realisation) Zufallsgrössen. Wir setzen für die Datenpunkte
y ietzt die Zufallsgrössen Y ein: LrL pe"o Zr.-b

t,:W:----l-iA,_ ft)y. (10.8)
Ltt\rr - r)2 DT:r@u - *)" o:,

.,,r .
' l. . i'' DuY, -'Jrt(ßdi'0t"*7:'äa),rl <.i < n. unabhängig verteilt, können wir schliessen (kleine

Rechnungen für Personen, welche die Mathe lieben), dass gilt:
ua/ez- Aä-/-02

1 ------:---------

L';:t\rt - r)

-r)

\t tu-N n
Pr

Jetzt machen wir die Z-Transformation im Fall Hs : B1 : S' , ,tv ltat tttlt JA
?t+ /: o

/4ta.4

9,ff,,,
(r,

.1

{

:..:.ä
.2.
/-a

A
/"

2
L gJ

,4','

2

a
2

-x)t14

L

ot?
fv o/ )

(tr,-7)'
=4



228 10. ANovA/Regression

Das kleine Problem ist, dass wir o2 (wieder mal) nicht kennen. Aber genau wie in
früheren Kapiteln können wir ja eine Schätzung von o2 (hier Formel (10.6)) zu Hilfe
nehmen. Unter

oP+dcß,aZ

die f-Verteilung Wir werden die ?lo-Hypothese
verwerfen, wenn ik Werte annimmt welche weiter als die kritischen :!

Werte von 0 entfernt sind. Wii'5ch,auen nöchmals
einfache Regression).

unseren Computer-Ausdruck an (nur

10.2.L.5 Probleme & Diagnostic Checking

Wir geben hier nur einen.kurzeo,Ü.b:*.btiei."tUä, mögliche Probleme, Gefahren und
die Methoden, welche man unter "Diagnostic Checking" zusammenfasst. Zusätzliche
Informationen dazu inJXahel.

,n tjl'bL.A" oLs --&&,gr* Ausreisser (engl. Outlier)
a

iltr

#Frdf'a
-;bfu

01S-

x:

h-bTv-2::

Di:,@u-t)'
n (se-0r)'

h-b
(ro

eu trL.t xs ,-'li?
Q +z)



* ungleiche Varianzen

ei: Yi - Yi
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* verbleibende Muster (2.8. quadratisch) in den ea's

ei

! ii:
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x e4's nicht unabhängig

x e4's nicht normalverteilt
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10.2.1.6 Warum ist die lineare. Regression mit OLS so wichtig, bekannt und
erfolgreich?

* wird auch von Nicht-Mathematikerlnnen/Nicht-Statistikerlnnen verstanden

* theoretisch einfach zu berechnen

* einfach auch zur multiplen Regression erweiterbar

* früher war in Statistik-Paketen oft nur diese Regression programmiert (heute nicht
mehr als Argument relevant)

warum speziell linear

* Mensch kann nur lineare Zusammenhänge gut erfassen

* viele nichtlineare Abhängigkeiten können durch Ttansformation zu linearen Problemen
gemacht werden (ist aber auch umstritten: "Man foltert die Daten bis sie gestehen").
Vor allem: viele Phänomene mit exponentiellem (oder geometrischem, falls diskret)
Wachstum: Wirtschaft (gesamte Volkswirtschaft und einzelne Firmen), Pflanzen (Zeliteil-
ung), Ausbreitung von Epidemien

warum OLS

* früher EDV-Probleme bei alternativen Vorschlägen (heute nicht relevant )

,6rL8/e--* OLS ist auch der BLUE
iaten Fall

BLUE im

C"za-ä/. 1,4*4**0
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LO.2.2 Ausblick multiple Regression

Wir werden jetzt versuchen, die Radioaktivität mit Distanz und Regen zu erklären (oder

vorherzusagen). Damit verlassen wir Modell (10.2) und gehen zu

Y: 0o * Apn * 7zr,iz * e.i ' (10'9)

6rLn r', (KL 4 -- a- + /r + -/ (gL-- 'L /n)
Wir werden die OlS-Schätzung in dieser Vlsg nur für die einfache Regression anschauen.

Aber auch in der multiplen Regression kann man eine OlS-Schätzung machen; sie ist

einfach komplizierter. Mit der OlS-Schätzung erhalten wir hier (rOt rü

- 
-l=&aP'-

log(bq) :10.522 - 1.360 x log(dist) +2.723* r"g"'i- o -l"t ryt-

Residual standard error: 0.6166197

Dies ist auf die Schnelle wohl die beste Datenanalyse: der Regen hat (wie in der ersten

Stunde vermutet und theoretisch erwartet) einen "Wash out" mit erhöhter Radioaktivität

zur Folge.

Die geschätzte Varianz des Fehlerterms ist hier kleiner als bei der einfachen Regression,

da noch ein Predictor dazugekommen ist (siehe auch bei den nachfolgenden Bemerkungen

zur multiplen Regression).

Wie kann man den Koeffizienten von Regen "ffirerstehen?

-.) o ut a{-ttQ* /o/,n- /-f,-*/./r*"* ). fa* ry
/ e--/CI',Y

r"+F'wr*v)
(r,. ,.n*) +.)
" / /r/ --'7 / /-to'a)

/.7.n.,/ ,b,. "

--,4 /-ro) * /*/r)
*?,3

204



Was wird getestet bei obiger zweifachen Regression Y : 0o * /pn I /zrn I e,i?

7 nu. Eq,'o^ ,/- +*-

'*-,
h't--k
t/-.4d

@

Y.s +1 -)^
br;*

o./eeu o /l
/q Ä

4 ,"/,Al'L"+'&2a^
,-J fr5/*z

T nu' Okl**;

,@,W /e* oa- o/.[/@.l4i ,.@,fr
' @ ; -84 , Af,e^ */J,/t! Z uz'Z ''{ v +> '/ä" /
"@ : fu , ÄV-,JV,u*or? r-aaa,4 .r st,-toa4*

.fro'/'r//,/-/alL PZ,"-*/.- a,L/t -ro -*4L-41 e> Pe.-LV,,s/*4%L4

= k//f . 1:o,,-',/k- Ä4u 'n4e*u/*L/o-, -A/ ,?-.y'"*Z*./Z

ft=

v-trf' xt+1

*fr*,,-*Ax,z* 1.%=ß

+4zr 4" +Ay,
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Wir gehen noch kurz darauf ein, wie mit noch mehr erklärenden Variablen vorgegangen

wird. Dazu ein Schema zu "Top Down" und "Bottom Up"'

,/ /u,laep+
b + -t) Van i /A-,- "/ Po, o nofuF" I 4r,,p=,
,or/rl * = 2

./ "2,

ft*z) *f/,tL M.&fu-
s1P

2

,h Vo.rL/a hao* keh e^,/r*- o& nr.rLy' = /

.i

hr-/fo

#t-/

,r'/uu' /t

#Lle*'oll4*'' Ö I

1ro//

R+4
'-r^/()

7//-'rb,,'*o*'z F J& L/"rJ-&
, o'ctj,- /o*e,,7r<*, t to
?- k&rg *r- ?;-rh*.1

p+{

"Pt*fl*Ak{-- !"n*{-,o& /äL a*,.ie. //o*,L /h*.,
L -sygb*,-
,, Por-rLo*jrr, ($*._on /*q

oo/tu //o&- -c?i/ /*rL/-T:. r7i,/ t'/'A/,(/,/"

=/? -+-s
h a

/ l. X.' -t./-V =.ä"* =?-
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Lose Bemerkungen zur multiplen Regression:

* wenn man in der Forschung oder Industrie Probleme untersucht, weiss man manchmal

überhaupt nicht, welche Variablen (erklärenden Faktoren) relevant sind (zB Regen, Distanz

als Erklärung der Radioaktivität).

* Fantasie, Kreativität, Ideen sind dann zentral wichtig: wir können dann

und sollten uns selbstkritisch keine Anmassung von Wissen

erlauben.

2) *

* Welche und wieviele Daten: n:Stichprobengrösse und k:Anzahl erklärende Variablen

(Regen und Distanz sind k:2,Intercept wird nicht gezählt). Ein grosses n ist erwünscht

(abgesehen von KostenfZeitaüwand); ein grosses k ist prinzipiell auch erwünscht, aber

die Analyse ist mit Fallstricken und Problemen behaftet. Ganz allgemein sollte gelten:

n)) k

* Was geschieht, wenn wir eine weitere erklärende Variable hinzufügen möchten; zum

Beispiel von k : 7 zu k :2? Anstelle von

rL

D,@n-(go+otrr.))2, (10.4)
i:7

welches wir bzgl. Be und B1 minimieren tritt neu

D,@n - (oo + opa t ozrn))2,
i:7

--- l'tttt'z"*"*V'
welches wir bzgl. 0o,h und B2 minimieren. Die/neue Summe ist ganz sicher kleiner als

diejenige in (10.4): wir sind in der gleich guten Situation, wenn wir 0z:0 wählen, können

aber neu auch noch B2 varäeren und kommen damit ganz sicher in eine bessere Situation.

Der Fit wird besser, die Residuen insgesamt kleiner. Das hat auch einen Nachteil: selbst

wenn wir völlig unsinnige Grössen als erklärende Faktoren einführen , wird der Fit besser

Normalfall sogar einen perfekten Fit. Um den Einbau von

207
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> NurDistanz<-In(1og(bq) - log(dist))

> aov(NurDistanz)

CaIl:

aov(formula = NurDistanz)

Terms:

1og(dist) Residuals

gcAr*fu
n,r(../o 

/&
, "./o'/g

10. ANovA/Regression

/

-)
Sum of Squares

Deg. of Freedom

752.87486 34.39L41

T 21,

Estimated effects may be unbalanced

> sunmary(NurDistanz)

Cal}:

Im(formula = 1og(bq) - 1og(dist))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.8592 -1.1348 -0.1033 1.1650 2.3797

Coefficients:

Estimate Std. Error
/, (Intercept) 9.8027 0.7022 13.960 4.26e-t2 *xx

J_. c ut-Z-

t value Pr(>ltl)

(r'")y' loE(dist) -1.0911
Zztta-

J
(n,=)

(

0.1729
l/*a

-9.662
ßnu-A

3.53e-09 **<:t< 1d7 Ho,
Z/-s>bea ebuqr-/

)

Est'imate / Std. Error : t ualue, zwei,sei,tiger P-Wert, Test ob 0 oder ni,cht

Signif. codes: O'***'0.001'**' 0.01 (d.'0.05 (.' 0.1 c ' 1

Residual standard error: 1,28 on 2L degrees of freedom

Adjusted R-squared: 0.8076

F-statistic: 93.35 on 1 and 21

-93.53. -/d
2

I

/

r*"1
z

-t€Q

ue: 3.527e-09

2 -J-/-uz 7-z

v
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//,

)

> NurRegen<-1m(1og(uq) - regen)

> aov(NurRegen)

CaI1:

aov(fornula = NurRegen)

Terms:

regen Residuals

Sun of Squares 3.31193 183.95434

Deg. of Freedom I 2I

Residual standard error: 2.959684

Estimated effects may be unbalanced

> sunmary(NurRegen)

Ca1I:

lm(formula = log(bq) - regen)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-5.6755 -2.3332 -0.1205 2.L735 4.7970

Coefficients:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 3.7784 0.7399 5. 107

regen -0.8247 L.3412 -0.615 0.545 7J ,a,/.4/ -.ü;-//..1

Pr(> lt I )

4.66e-05 **x

Signif. codes: O'***' 0.001'**'0.01 (*'0.05'.' 0.1'' L

Residual standard error: 2.96 on 2L degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.01769, Adjusted R-squared: -0. o2eoe /*l clA /t/"./e/z.)

F-statistic: 0.3781 on 1 and 27 DF, p-value: 0.5452
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e-el*ärg

t value Pr(>lt I )

30.L47 < 2e-16 x**

-21.53@ 2.62e-L5 *x,r

8.3g4@ 5.51e-08 *xx

7

//

)

> FutlModel<-1m(tog(bq) - tog(dis1)+ regen)

> aov(FullModel)

Call:

aov(formula = FullModel)

Terms:

log(dist) regen Residuals

Sun of Squares L52.87486 26.78701 7.60440

Deg. of Freedom 1 1 20

Residual standard error: 0.6166197

Estinated effects may be unbalanced

> sunmary(FullModel)

Call:

lm(formula = log(bq) - tog(dist) + regen)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-L.3702t -0.37287 -0.05441 0.21542 1.61984

Coefficients:

(Intercept)

log(dist)

regen

Estimate

1,0.52246

-7.36027

2.72254

Std. Error

0.34904

0.06316

0.32436

Signif . codes: 0 '*,t *' 0.001 '**' 0.01 ( *' 0.05 ' . ' 0. 1

Residual standard error: 0.6166 on 20 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9594, Adjusted R-squared: 0.9553

F-statistic: 236.3 on 2 and 20 DF, p-va1ue: 1.279e-I4
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LO.2.4 Korrelation (ei,n Mass für die li,neare

menhang)

NIit der einfachen Regression haben wir also eine Nlöglichkeit, den linearen Zusammenhang

zwischen 2 Grössen (r,g) zr untersuchen. Dabei wird volausgesetzt. dass das Nlodell

y : ljo t 7pr.I e.i (10.2)

/"ea-7 Aa.n/a
gilt trs eibt iedoch auch eine Nlassz ahl. welche nicht zwingend f10.2) voraussetzt und fär

alle zrn'eiclimensiorr:rlen Zrrsarrrnrenhänge br:r'echnet werdeu kann: der Korrelntionskoefli-

zierrt. \\rir rvelden in dieser \rorlesung ledig-lic*r clen ctnpilischen I(oi'relationskoeffizienten

anschauen. Betrachten wir dazu folgende Darstellung:

3 ts-P"
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Dcl crnpirischc Iiolrcl:rtionskoc{fizicnt, zr,vischcn clcn Datcn (r1')T:, und (g.r)Lr ist also

definir:rt rrls / ,'rrffi4^ ?e// ,Uotn(
d/

D::'("0-r)@n-a) S Sry

ryg = '''(

s s,,s syu

is. nry <o

i:7 rt-i \Ur - a)"

a

o

a t

haben gezeigt, dass diese Masszahl zwischen -1 und *1 liegt.i,

Zudem ist lr"rl genar-r dann 1, wenn die Punkte alle auf einer Geraden liegen. Ist r,o - -1,
so hat diese Gerade negative Steigr-rng - ist r,u: 1, so hat diese Gerade positive Steigung. '

Wir machen dazu jetzt noch ein paar Bilder, um ein bisschen ein Geftihl für diese lVlasszahll

zu erhalten: KLICKER

a

r

a ' 7:x 4-
-Ca

{i "

qrl
tl 

^
a ' 4V ^O / dq Aözä

r'n, -t lL Z. /-.."/*a,
Ae4or/ /;4/

dQ!.rt44 lbn-/

a

:o.7 a

r

Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt im Br-rch Kapitel 10

2. Gehen Sie in die Übungsstunde. Drucken Sie das Übungsblatt dazr-r uorher atts, lesen

Sie uorher die Ar-rfgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel, wie

man sie lösen könnte).

3. Dann lösen Sie das Übungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp

von Nlitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Lösung von iVlitstudi anschauen, 1

Stunde warten, versnchen, aus dem Kopf heraus wieder zu lösen, falls immer noch nicht

geht: Lösr-rng von lVlitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere keine

Fehler abschreiben!).

4. Lösen Sie die entsprechenden Prüfungsar-rfgaben im Archiv.
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Lessons Learnt:

ANOVA-Teststatistik

,, . Df:' Di:r(Y.i - GNI)21& - 1) _ tf:' ni(Y.i - GM)'l(k - r)v '- 
Df:, Dl!,(Yi -Y)21@- k) - D::'DT:r(Yii -Yi)21@ - k)'

Unter 'J7o Fn;,n-7*-verteilt. Ablehnungsbereich einseitig wo gross. Wenn wir nur k : 2

Gruppen haben, so ist das ein quadrierter 2-Stichproben-T-Test.

lVlodell einfache Regression

Y:0o*iJtqlet (10.2)

Geschätzte Punkte

ür.:: 0o * |pr,,I 1.'i 1n,

geschätzte Gerade A: iJol !1fi

Summe der quadrierten Fehler (Sum of Squared Errors)

t
i:r

SSE ::
'n

(yu - 0u)' =l@o - (ft * fur))2
i:t

^gsB :: D,@, 
* a)',

fL

i:1

"R" steht dabei für Regression, dann noch die 3 Summen

n, rL

i:t

n,

i.:1

SS,, ::1,{"n - r)' : t rf; - nr2, (entspricht elwa nV (X))

ssoo ::D,@n - a)' :L,07 - na2 (entspricht etwa nV (Y))

i:L

TL

i:t

n
und

S S,o ::1,{"u - r)(w - ü :D*oro - nna (ttKreuzsumme")
rL

i:I;-1

Schätzung der Parameter
z SS,a
ll1 : 

-

;"r ss*"
(10.4)
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und
go: a - 0ß.

NItt beobachteten Res'iduen ei i: lJi - üt.,I < i < n definieren wir:

SSuy: SS,R+ SSE,

rL rL

10, ANovA/Regression

(10.5)

(10.6)

(10.7)

1n
62 ::;=U,"7

i':7

Güte der Regression:

also

D,@o - ü' :Y,(ao - ü'+D,@u - a)'
n

i.:r i:t i:L
')

R2
ssR:-

SSR+ SSE
€ [0,1]

Teststatistik für die Steigung

41tn-2 .- fit *b i3t-b
o. 1

n-2 @r-0u)2
Y" , (*o-n\"
U1:l' I r; -rl

tn-2-Yerteilung. ?16 verwerfen, wenn Teststatistik Werte annimmt, welche weiter als die

kritischen Werte von 0 entfernt sind.

Del empirische Kon'elationsl<oeffizient zu,'ischen Daten (rt)T:t und (g1)it

DT:r@o-r)(at-Y)
-eY 

t/Dl:r@o - t)'LT:'@o - a)' - Jss;ss;
g Sru
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Prüfungstipps MAT 183 (nicht einklagtrar wenn missverstanden)

-ftze* Sigma geschätzt ) t-Verteilung (KI, Tests, Wegr€ß@
x F, Chiquadrat und t: df abziehen, atlsser expl Frage zB nach tn
* Vorsicht: Delta alter Storrer und R:,A/(pr,o) vs Luchsinger Jrf(p."')
x Vlehr als 2 Behandlungen in dieser Vlsg > immer ANOVA
* alpha nicht 5 %o > keine ANOVA in dieser Vlsg; ausser P-Wert gegeben

x Gleich viele ri wie ya: paired t-test od Regression, Korrelation
x Teststatistik ANOVA mit k:2 ist 2-Stichproben-T-Test quadriert
* L2: X2 und lXl: negative Beiträge nicht vergessen

* A3: diskret (isolierte Punkte) od stetig (durchgezogen)

* alphaf 2 oder nicht - ein/zweiseitig? KI bei alphal2
x 12-Test Unabhängigkeit oder 2-Stichproben-Proportionentest? wird angegeben

8 ANOVA und Chiquadrattests sind in NIAT 183 immer einseitig; 'llt oben

Klickerfragen zum Aufwärmen:

Frage 1: Ein lVlediziner untersucht die Wirkung von drei verschiedenen Schmerzmitteln auf

die Schmerzreduktion bei Patienten. Er misst den Schmerzlevel der Patienten nach der

Einnahme in drei Gruppen. Welche lVlethode sollte er verwenden) um zu prüfen, ob sich

clie Sclrrnerzrnittel sigrrifikant in ihrel Wirkung unlerscheiden? (a.) ANOVA. (b) t-Test, (c)

ChiQuadrat-Test

Frage 2: Was ist das Har-rptziel der ANOVA (Analysis of Variance)? (a) Den Unterschied

zwischen zwei Mittelwerten zu testen. (b) Zu überprüfen, ob die Nlittelwerte mehrerer

Gruppen gleich sind. (c) Die beste Gerade zur Beschreibung eines Zusammenhangs zwi-

schcrr zrvci Vir,r'iablctt zu fittilctt.

Frage 3: Wann ist es sinnvoll, eine ANOVA anstelle eines t-Tests zu verwenden? (a) Wenn

es genau zwei Gruppen gibt. (b) Wenn es mehr als zwei Gruppen gibt. (c) Wenn die Daten

diskret sind.

Frage 4: Was ist die Nullhypothese (?lo) bei einer ANOVA? (a) Alle Gruppen haben

den gleichen Nlittelwert. (b) Die Gruppen haben unterschiedliche lVlittelwerte. (c) Die

Gruppen haben identische Standardabweichungen.



278 10. ANovA/Regression

Frage 5: In einer ANOVA vergleicht man die zwischen den Gruppen liegende Varianz mit

der innerhalb der Gruppen liegenden Varianz. Was bedeutet ein grosser F-Wert? (a) Es

gibt verrnutlich einen signifikanterr lJnterschiecl zwischen clen Gluppen. (b) Alle Gluppen

haben die gleiche \dittelu'ertciifl'erenz. (c) Die Grupperr unterscheiden sich niclrt signifikirnt.

Frage 6: Welche Verteilung folgt der ANOVA-Teststatistik unter der Nullhypothese? (a)

Normalverteilung, (b) t-Verteilung, (c) F-Verteilung

Frage 7: Was ist das Hauptziel der linearen Regression? (a) Die Beziehung zwischen einer

r-rnabhängigen und einer abhängigen Variable zu modellieren. (b) Die Standardabweichung

einer Stichprobe zu berechnen. (c) Nlehrere Gruppen auf Gleichheit der Vlittelwerte zu

testen.

Frage 8: Welche allgemeine Gleichung beschreibt eine einfache lineare Regression? (u)

a : atr+ b, (b) u : 9ol hr* e, (c) u : 12 lbr I c'

Frage 9: In der Regressionsgleichllng E : iJo I ;31r * e beschreibt der Parameter C1

Die Steigung der wahren Regressionsgeraden. (b) Den Wert von g, wenn r : 0 ist

Die Summe aller Fehlerterme.

(u)

(.)

Frage 10: Ein Wissenschaftler möchte untersuchen, ob ein Zusammenhang zwischen der

Körpergrösse der Eltern und der Körpergrösse ihrer Kinder besteht. Welche Nlethode

sollte er verwenden? (a) ANOVA; (b) Lineare Regression; (c) Chi-Quadrat-Test.

Frage 11: Was ist das Ziel der Ordinary Least Squares Approximation (OLS) in der linearen

Regression? (u) Die Gerade zr.r fi.nden. die durch alle Datenpunkte exakt verläuft. (b)

Die Parameter einer linearen Funktion so zu bestimmen, dass die Summe der qr-radrierten

Abweichungen der vorhergesagten Werte von den beobachteten Werten minimiert wird. (c)

Die Parameter einer linearen Funktion so zll bestimmen, dass die Summe der absoluten

Abweichungen der vorhergesagten Werte von den beobachteten Werten minimiert wird.

Frage 12: Ein Professor untersucht den Zusammenhang zwischen der Anzahl Punkten in

den Übungsblättern (z) und der Pr-rnktzahl in einer Prüfung (E). Er erhält die Regressions-

gleichung: A :50 t 0.5r. Was bedeutet die Steigung (0.5) in diesem Zusammenhang? (a)

Die maximale erreichbare Punktzahl in der Prüfung beträgt 0;5 Punkte. (b) Die Punktzahl

in der Präfung verdoppelt sich mit jedem zusätzlichen Punkt in den bungsblättern. (")
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Mit jedem zusätzlichen Punkt in den br-rngsblättern steigt die erwartete Punktzahl um 0'5

Punkte.

Frage 13: Eine Firma untersucht den Zusammenhang zwischen der Anzahl an Werbean-

zeigen (r) und dem monatlichen Umsatz (g) i" tausend CHF. Sie erhält die Regressions-

gleichtrng: a :20f 3r. Was bedeutet die Steigr-rng (3) in diesem Zusammenhang? (a) Der

Umsatz steigt insgesamt r-rm 3'000 CHF, unabhängig von der Anzahl der Werbeanzeigen.

(b) Jede zusätzliche Werbeanzeige verdreifacht den monatlichen Umsatz. (c) lVlit jeder

zusätzlichen Werbeanzeige steigt der erwartete Umsatz tm 3'000 CHF.

Frage 14: Ein Sportwissenschaftler untersucht die Wirkr-rng von drei verschiedenen Trai-

ningsprogrammen auf die Sprintgeschwindigkeit von Athleten. Jede Gruppe trainiert mit

einem anderen Programm, und am Ende der Studie wird die Sprintzeit der Athleten gemes-

sern. Welche l,Iethode sollte er verlvenclell, unl zri prüfen, ob sich clie Progratnrne siguifikarrt

in ihrer Wirkung unterscheiden? (a) t-Test, (b) ANOVA, (c) Lineare Regression'

Lösungen zu Klickerfragen:

Frage 1: (a) ANOVA; Frage 2: (b) Zu überpräfen, ob die Vlittelwerte mehrerer Gruppen

gleich sind; Frage 3: (b) Wenn es mehr als zwei Gruppen gibt; Frage 4: (a) Alle Gruppen

h:rbel clen gleichen \Litteln'ert: Flage 5: (a) trs gibt vermutlich einen signifiknnten Unter-

schied zwischen den Gruppen; Frage 6: (c) F-Verteilung; Frage 7: (a) Die Beziehung

zwischen einer unabhängigen und einer abhängigen Variable zu modellieren; Frage 8: (b)

U : lo * 3rr * e ; Frage 9: (a) Die Steigung der wahren Regressionsgeraden; Frage

10: (b) Lineare Regression; Frage 11: (b) Die Parameter einer linearen Funktion so ztl

bestimmen, dass die Summe der quadrierten Abweichungen der vorhergesagten Werte von

den beobachteten Werten minimiert wird; Frage 12: (c) NIit jedem zusätzlichen Punkt

in den br-rngsblättern steigt die erwartete Punktzahl um 0.5 Punkte; Frage 13: (c) IVIit

jeder zusätzlichen Werbeanzeige steigt d.er erwartete Umsatz um 3'000 CHF; Frage 14: (b)

ANOVA.


