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Stochastik fiir die Naturwissenschaften

Dr. C.J. Luchsinger

10. ANOVA/REGRESSION

10.1 Einfache Varianzanalyse (ANOVA (Analysis of Variance))

Einordnung der ANOVA mit Hilfe einer Kaskade von Tests, bei der man immer mehr
Stichproben nimmt: 1-Stichproben-T-Test > 2-Stichproben-T-Test > ANOVA als Verall-
gemeinerung, sobald k£ > 2 - wenn k = 2 ist ANOVA ein quadrierter 2-Stichproben-T-Test.

C oz
Der einfachste Fall ist die einfache Varianzanalyse oder Einweg-Varianzanalyse (Single-
Factor Experiment), komplizierter Zweiweg-Varianzanalysen und mehr. C teheoce 2 ‘;.aA

e ”ﬂ;ﬂj:/ L aavnion
Wir entwickeln die Theorie zur ANOVA anhand eines Beispiels: In einem Agro-Konzern
wird das Wachstum von Pflanzen unter vier klar kontrollierten Bedingungen untersucht
(GG: Mineralien von 4 Lagerstatten). Wir nennen diese vier verschiedenen Bedingungen I-
IV. Diese konnen zum Beispiel unterschiedliche Arten von Diingemittel sein. Wir erhalten
dann zum Beispiel folgende Tabelle des Wachstums der Pflanzen iiber einen gegebenen
Zeitraum und fragen uns, ob die Mittelwerte gleich sind (#Hp) oder nicht (#;): KLICKER

I II I11 v
33.3 35.5 29.6 38.5
47.8 35.4 33.4 42.4 b = o =
44.4 476 32.8 45.5 s = T
12.9 38.8 38.8 38.9 4+~ T == x M
40.9 42.8 38.9 T
35.5 44.5 - ,—-J,-— 7—;
te L T4 H TN,
Tabelle: Wachstum von Pflanzen unter 4 \'['rstﬂivclmu‘u Bedingungen (1 Faktor): Lese-

Beispiel: die vierte Pflanze unter Bedingungen I wuchs im beobachteten Zeitraum 42.9 cm

hoch.
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Wir werden jetzt ein mathematisches Modell mit k& Gruppen aufstellen (oben k = 4):
é'r_ar,/a- W 6‘7”(/ éﬂﬂbzfﬁé“‘ea

Yij=pj+e; (1<j<k1l<i<ng). (10.1)
£
Llosccond /7 boppe Z' et b fo.m, STRFocsse, Eir
Dabei bezeichne n; die Anzahl Messungen in Gruppe j (oben (6,4,5,6)). Die totale Anzahl

Beobachtungen ist
k

nzj;nj. P /{‘4/4.//: L, = 42 9

Die Zahl 42.9 in der Beschreibung ist dann die Realisation von Yy;. Wir fassen die Mess-

grossen also als Realisationen von Zufallsgréssen auf. Die ¢;; sind iid N ({},a_g)_‘—verteilt.‘

Achtung: Gleiche Varianz in allen Gruppen! Damit gilt
- ci7, lap sl 7

Vij ~ N (. 0°)

und die n; Realisationen in Gruppe j sind unabhéngig voneinander. ‘Wir interessieren uns
jetzt fiir die Frage, ob die k Mittelwerte gleich sind oder nicht.. Wir wollen in obigem

Beispiel ein hohes Wachstum erzielen und den Diinger auswéhlen, der das hochste Wachs-

love §ewtn? Adled
J ff?"""‘;m
/ (Ho — Hyf othesef'#

Sicher werden wir aus den Daten die unbekannten Mittelwerte schatzen. Wir werden also

tum hervorbringt. Die Nullhypothese lautet

1 = M2 = . = k.

den Mittelwert p; in Gruppe 1 durch 0
7, = Tt Mpy, =
i =Y = == n/ M
T, } V,
schitzen und alle weiteren nach der allgemeinen Formel / V2 ,;_/eé S)
. Y
/AI] = Y] P Zz:l 3
nj

wo 1 < j < k. Damit haben wir jetzt k geschitzte Mittelwerte - sie werden mit Wahr-
scheinlichkeit 1 alle verschieden sein. Sollen wir jetzt einfach den grossten nehmen und
die entsprechende Gruppe zum Sieger erklaren? Nein! Aus unserer bisherigen Erfahrung

in Kapitel 9 wissen wir, dass auch unter der Nullhypothese immer einer am grossten sein
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wird und dass dicser cine signifikant grosser scin muss, damit wir dic Nullhypothese ver-
werfen. Aber was heisst signifikant? Je nachdem, wie gross o2 ist, ist auch mit grosseren
Abweichungen selbst bei Giiltigkeit der Nullhypothese zu rechnen. Zudem kennen wir
o? gar nicht. Es scheint hoffnungslos zu sein - aber: Wir kéunen ja auch o? schitzen.
Dies geschieht in 2 Schritten und wird uns (eher unerwartet) durch geschickte Unformung -
gleich die Losung des Problems liefern,

1. Unter der Nullhypothese haben wir eine iid-Stichprobe und wir konnen alle n Da-

1
tenpunkte gleichberechtigt zur Berechnung eines Grand Mean G einsetzen: Mit GM =

n

i - — .
- konnen wir in einem

2. Schritt einen Schétzer fiir die Varianz (genauer das (n — 1)-fache davon) angeben mit:

k ny k ny 3 ’1
3 (W - GMY2 =3 S (¥ - GM) + (Y - V)
j=114=1 j=11i=1
k nj k nj
=S N -eME+ > )?
=1 i=1 j=1i=1

W/é /l,' %‘f /’Jﬂ—e 2 3
+ZZZ(Y — GM)(Y;; - Y;)

57 (s - O o 74,
pp ; =ZZ(Y —GM)2+ZZ i~ V)2 ? Lgalun /-

j=114=1 /
/ n; ﬁ-ﬂ "~
(oo V> +2 zk:(?.j -GM)Y (Yiy —Y;) ﬂri: @R

k nj k ny
= Z Z()‘/_j — G]VI)2 4 Z Z(Yij _ Yj)z Crerblae

Jj=1li=1 j=11i=1

k
+2) (V; - GM) %0
j=1

:i:z::(y GM)MZZ(YU J J

j=11i=1

Resultat: Wir haben die Varianz in 2 hochinformative Summen aufgespalten! Deshalb
ANOVA: Analysis of Variance!
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wird und dass dieser eine signifikant grosser sein muss, damit wir die Nullhypothese ver-
werfen. Aber was heisst signifikant? Je nachdem, wie gross o? ist, ist auch mit grésseren

Abweichungen selbst bei Giiltigkeit der Nullhypothese zu rechnen. Zudem kennen wir

o2 gar nicht. Es scheint hoffnungslos zu sein - aber: Wir kénnen ja auch o2 schitzen.
Dies geschieht in 2 Schritten und wird uns (eher unerwartet) durch gesthickte Umformung
gleich die Losung des Problems liefern.

1. Unter der Nullhypothese haben wir gige iid-Stichprobe ynd wir kénnen alle n Da-
tenpunkte glmchbercchtlgl. zur Berechnung eines Grand Megn GM einsetzen: Mit GM :=

=1 ’ kénnen wir in einem

Hapiol 2. -":(xi R)E et pullel (cealA

| 2, Schr{’ct einen Schétzer fiir die Varianz (ge

ag (n — 1)-fache davon) angeben mit:

k mnj -
3wy v;))*
j=11i=1
) YLJ ?j)2
j=1 =1
HA,
3 (Yw _ }—,3)2 ﬁa'ﬂ"?‘ ,
o \o ﬁf— 74
(Y - 7) Froe wbon
) _7n=]1 =1 ﬁ-? "
=Y N (¥, -am)? +ZZ(Y” Y,)?
7j=14=1 j=11i=1
k
+2) (Y, - GM) %0
i=1
k ]n_,,- k Ty B
=3 Y (V- GM*+) ) (v, - Y)2 J
j=11i=1 j=11i=1

Resultat: XVir haben die 11 2 hochinformative Summen aufgespalten! Deshalb

ANOVA/Analysis 0[
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Wir haben also zusammengefasst: 4”,‘,/&% = ,yé._ @4«4 ot Ara m’7é/a¢/

7

k n k s g

S % - @) Z ZC(Y - GIV)? + Z (Z % — ) (Fundi ANOVA)

2ud 52 /@MA

Diese Gleichung wird auch als Fundamentalgleichung der Varianzanalyse bezeichnet (des-

halb "Fundi”). Was sagt sie aus?

Die gesamte Summe der quadratischen Abweichungen der einzelnen Beobachtungen vom

Grand Mean (linke Seite) lasst sich aufspalten ("4+”) in Summe der quadrierten Abweich-

ungen der .ahandlungsnnttelwettea vom Grand Mean (zwischen den Behandlungen, engl @
between treatments; erster Summand) und der Summe der quadrierten Abweichungen der
einzelnen Beobachtungen vom jeweiligen Behandlungsmittelwert (innerhalb der Behand- @

lungen, engl within treatments; zweiter Summand).

Zwischenfrage ans Publikum: Angenommen, die Annahme gleicher Mittelwerte ist verletzt.
Welcher der beiden Summanden auf der rechten Seite von (Fundi ANOVA) wird tendenziell

grosser im Verhéltnis zum anderen? Gehen Sie bei solchen Uberlegungen in die Extreme!

KLICKER A Serivrnrwwat url ot Jrosho—

Damit bietet sich als Test-Statistik folgende Grosse an: /A«_,,) @ ﬁ, ~L) - Nt A

_Tia X - GM)*/(k—1) _ i1 ni(¥ - GM)*/(k ~ 1)
24; L Yoicy(Yig = Y 3)2/(n— k) ZJ Lo (Y — Y )2 /(n,—,f;:)

Diese Test-Statistik hat unter Hg eine Fyg-q.pn k- Verteilung. Wir werden den Ablehnungs-
bereich der Nullhypothese einseitig dort wéhlen, wo diese Statistik gross ist. Spielt es
eine Rolle, ob man zum Beispiel Gewichte in mm, pn, m, km eingibt? SI-Einheiten?
KLICKER

Wenn wir nur £ = 2 Gruppen haben, so kommen wir in eine bereits bekannte Situation.

In welche und warum? 2 — "/ — 72"0{/ 7,, "/,_,é,,/ 4
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> growth<—c(33.3,47.8,44.4,42.9,40.9,...,42.4,45.5,38.9,38.9,44.5)
> dung<-rep(LETTERS[1:4],c(6,4,5,6)) [fVersuche ny,k =4

> dung<-factor(dung)

> agro<-data.frame (dung,growth)

(2B 50 eingeben wie oben, Daten spaltenweise - geht auch anders, eleganter|

> analyse<-aov(growth ~ dung, agro) [@ou=Analysis of Variance |

> analyse

Call:

aov(formula = growth~dung, data = agro)

Terms:

dung Residuals

Sum of Squares 113.7990 408.5105
ﬁé%m 1. und 2. Summand; unten: k—1=4—-1=3 undn—-k=21-4=17 ﬂ

Deg. of Freedom 3 17 -

Residual standard error: 4.902043 ﬁiusest& und nicht Standard Eﬂ’vram (@uchi its \
Estimated effects may be unbalanced 70.2 =%,
> summary(analyse) [Das nennt man eine VAT: Varianz Analyse Tabelle

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)

dung 3 113.80 37.93} L) »1.5786 0.2313

Residuals 17 408.51 24.03

(Mean Sq = Sum Sq / Df sind Zéhler und Nenner; ¥ value dann der Bruch

> summary(agro) .

dung growth JC F. ()

A 37

A:6 Min. :29.60

B:4 1st Qu.:35.50

C:5 Median :38.90

D:6 Mean :39.44 ,ﬁ,_W

3rd Qu.:42.90 2.3,43%

Max. :47.80

ol=S%

A.S7&E 3.197
&—’_D P/

A,/92‘7 ¢’ /95}

L

./“"W >oé)5__2ﬁa én.’éle/aéh

(z3.73% =>sY%

o S SEPE < 2.797F —> Kb bo b bperifee
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Die Berechnung der Langsamkeit — Schweizer Monat https://schweizermonat.ch/die-berechnung-der-langsamkeit/

Kolumne: Das kleine Einmaleins
Ausgabe 1073 - Februar 2020

Die Berechnung der Langsamkeit
Wie der Spurt auf das Tram mit Parabeln zusammenhangt.

von Christoph Luchsinger
30.01.2020

»

W er morgens auf das wartende Tram spurtet, kann eine beachtliche
Geschwindigkeit erreichen. Versucht man das gleiche Tempo bei einem

Langstreckenlauf durchzuhalten, st6sst man aber schnell an seine Grenzen. Je

langer die Strecke ist, desto tiefer ist die Durchschnittsgeschwindigkeit, was

unter anderem an der Ermiidung der Muskeln liegt.

1 ot6 6/1/2023, 2:06 PM



Die Berechnung der Langsamkeit — Schweizer Monat

https://schweizermonat.ch/die-berechnung-der-langsamkeit/

Das Phdnomen zeigt sich auch im Spitzensport. Der Schweizer Rekord im 100-
Meter-Sprint der Mdnner liegt bei 10,11 Sekunden. Uber 200 Meter betragt die
schnellste Zeit 20,04 Sekunden. Fiir 400 Meter braucht der Rekordhalter schon

44,99 Sekunden und fiir 800 Meter 102,6 Sekunden. Die Reihe lisst sich

erweitern:

Distanz (in Metern)
1000

1609 (eine Meile)
2000

5000

10000

20000

25000

30000

Rekordzeit (in Sekunden)
135,6
230,4
294,5
787,5
1664
3554
4735
5741

»

Fur 800 Meter braucht man mehr als doppelt so lange wie fiir 400 Meter, ebenso

fiir 2000 Meter mehr als doppelt so lange wie fiir 1000 Meter. Eine Ausnahme

ist der Sprung von 100 auf 200 Meter, weil die zeitfressende Startsequenz auf

20f6

6/1/2023, 2:06 PM
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p— ~

der kurzen Distanz stark ins Gewicht fillt. Der Zusammenhang ist also nicht

proportional. Doch wie ist er genau?

Auf Basis der Daten kann man versuchen, den Zusammenhang, in diesem Fall
den iiberproportional wachsenden Zeitaufwand fiir eine gegebene Strecke, mit
einer mathematischen Formel zu beschreiben. Wenn man die Zahlen in einem
Koordinatensystem eintréigt, das auf der x-Achse die Distanz in Metern und auf
der y-Achse die Zeit in Sekunden angibt, kann man nach obigen Uberlegungen
nicht erwarten, dass es eine Gerade durch den Nullpunkt gibt (das wiirde einem
proportionalen, linearen Zusammenhang entsprechen). Es geht eher in

Richtung einer Parabel.

Erfahrene Datenanalytiker kommen bei solchen Daten schnell auf die Idee einer »
Datentransformation, die den Zusammenhang anschaulich macht: Wenn man

die x- und y-Achsen derart staucht, dass in der Darstellung die Spriinge der

Distanzen von 100 zu 1000 und dann zu 10 000 Metern gleich lang sind (bei der

y-Achse die Spriinge der Zeiten von 10 zu 100 zu 1000 zu 10 000 Sekunden),

dann liegen die Punkte fast perfekt auf einer Geraden (siehe Grafik).

Zeitin s
10 000
8000

6000 »

3of6 6/1/2023, 2:06 PM



Die Berechnung der Langsamkeit — Schweizer Monat https://schweizermonat.ch/die-berechnung—der—langsamkei’d

4000

2000

1000
800

600
400

200

100
80

60
40

20 ]

Distanz in m

10

100
200
| «00
600
800
L000
'000
000
90
3000
000
000
1000

40f6

»

6/1/2023, 2:06 PM



Die Berechnung der Langsamkeit — Schweizer Monat https://schweizermonat.ch/die-berechnung-der-langsamkeit/
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i N o

Wenn nun in dieser sogenannt doppelt-logarithmischen Darstellung eine Gerade
resultiert, dann — so lasst sich mathematisch nachweisen — muss der
urspriingliche Zusammenhang ein Potenzzusammenhang sein (also etwas in
der Arty = a - x°). In der Tat gelangt man mit obigen Zahlen approximativ zu
folgendem Ergebnis (probieren Sie es selber aus): Wenn x die Strecke und y die

Zeit ist, dann gilt: y = 0,059 - x"*?

Der Exponent ist 1,12; wire er 1, so hitten wir im urspriinglichen
Koordinatensystem eine Gerade, bei 2 wire es eine Parabel. 1,12 beziffert den
Leistungsabfall.

»
Eine kleine Warnung: Fiir Distanzen von 100 bis 30 000 Meter erklirt diese

Formel die aktuellen Daten gut. Extrapolationen auf hohere Werte sind — nicht

nur hier — mit grosster Vorsicht zu geniessen.

Christoph Luchsinger
ist Mathematikdozent an der Universitdt Ziirich, Griinder der Stellenborsen

www.math-jobs.com und www.acad.jobs und Redaktor beim Think Tank
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www.schatten-kabinett.ch. In seiner Kolumne kommt er alltidglichen mathematischen
Geheimnissen auf die Spur.

" Alles von Chn’stoph Lﬁchsirigér lesen (;

»

60f6 6/1/2023, 2:06 PM
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10.2 Regression [wieder einsteigen moglich - geht auch oline ANOVAﬂ
10.2.1 Einfache Regression (simple regression)

" Die einfache Regression ist das einfachste nichttriviale Beispiel eines komplexen Modells,
| in dem Kapitel 8 und 9 vorkommen. Schitzen und Testen sind Hauptthema fiir alle

. komplexen Modelle.

In diesem Kapitel werden wir eine etablierte Methode kennenlernen, mit der wir eine
(lineare - also “auf einer Geraden”) Beziehung zwischen 2 Variablen untersuchen konnen

(z.B. Kérpergrosse von Mutter (z) und Tochter (y)). Im (theoretischen) Modell
-~ S1+Se

Yi = 0o + 12 + & &uné g =ear X & (10.2)

A Bocer e detecd,

(> 2) ,@.m,ée
S A agn,m_

_Cfeovindl]

W//WJ&(/

(r-.tag “3)

o

werden wir die z-Variable als fest betrachten und versuchen, die Y-Variable moglichst
genau durch x vorherzusagen oder durch x zu erkléren (stéren wird uns dabei der Storterm

¢). Es wird dann mit Daten (x;,y;), 1 < ¢ <n, darum gehen, 5y (engl. intercept) und 5
(engl. slope) zu schéitzen{und zu testen, ob nicht z.B. 3; =0 gilt)
willbd W;/Jg/ e

2 gute Beispiele: https://schweizermonat.ch/die-berechnung-der-langsamkeit/ ,
https://www.science.org/doi/10.1126/sciadv.adm7273

> T

Griinde fiir Regressionsanalyse sind jeweils:

* Y vorhersagen (Interpolation (interessierendes v € [x(1, Z(,,]) und Extrapolation (inter-

essierendes @ ¢ [@(1y, Ty, heikel))

* Zusammenhang erklaren anhand bisheriger Daten
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10.2.1.1 Motivierendes Beispiel - Gefahren

10. ANOVA /Regression

Wir schauen den Tschornobyl-Datensatz (1986) mitsamt den dazugehorigen Plots an:

ort regen dist kBq,/m?
Prypjat 0 3.16 5300.00
Tschystohaliwka 0 5.62 2000.00
Leliw 0 7.94 2100.00
‘Tschornobyl 0 14.13 2000.00
Rudky 0 15.85 800.00
Aravichy 0 28.18 2000.00
Kijiv 0 89.13 21.00
Tschornykiw 0 125.89 55.00
Tscherkassy 0 281.84 12.00
Minsk 0 316.23 20.00
Donezk 0 707.95 6.00
Wien 0 1000.00 3.00
Oesterreich 1 1000.00 53.00
Stockholm 0 1122.02 1.50
Gaevle 1 1258.93 31.00
SuedBayern 1 1258.93 81.00
Konstanz 1 1584.89 31.00
Irland 1 1584.89 16.00
Stuttgart 0 1590.54 1.50
Chilton 0 1995.26 1.50
Schottland 1 1995.26 17.00
- Japan 0 12589.25 045"
Japan2 1 12589.25 | 0.85

o by Now

* Rohdatenplot Distanz versus Radioaktivitat > nicht informativ

Py M/Azfy

* Hiufig muss man in der Statistik die Daten vorgiugig transformieren (zum Beispiel Kehr-

wert nehmen, Logarithmieren, etc; mehr dazu im Stahel). Welche Datentransformation

konnte Abhilfe verschaffen?

Wie findet man hier diese?

Entweder hat man prakti-

sche Erfahrung aus der Statistik oder theoretische Kenntnisse aus dem Fachgebiet (hier

Meteorologie, Ausbreitung von Gasen), oder wir machen folgende allgemeine Uberlegung:

global gesehen haben wir hier eine Punktquelle, deren Wirkung sich (anfénglich) radial

(kugelformig) ausbreitet. Wir erinnern an die beiden Transformationen, welche wir in

MAT 182 kennengelernt haben:
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Welche Transformation und warum? Das ist erstmal ein Versuch...

Thacwle: Ponlitpuslle —» smolle]—> Kopals bo 7))

“ L ALAT 732, %? 7P

./_.qX = "ZE:=/"/'(¢¢'>(‘)

/// é_._z_ &

o ¥ » L X )
o Wq/y’«a«/ih.

Retourtransformation (vgl p+1) und Nachbesprechung obiger Transformation

ley by) = T PO3 — A 027 - /o (i)
é/ =edjf03—%0.7//'/ﬁf/&)
i e TG )

= 4 o lob=(o /4“),
4094 D=ty
(ot ?)
A, g, A
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Wir wenden hier also den Logarithmus an, sowohl fiir die z-, wie auch fiir die y-Achse.
Schauen wir Pairs-Plot (R: pairs) mit den transformierten Daten an. Was wir mit einem
Pairs-Plot und diversen Transformationen der Daten machen gehort zur ezploratorischen
Statistik (methodisch sehr frei). Danach macht man mit den vermuteten Zusammenhéangen

konfirmatorische Statistik (methodisch eher eng, es muss intersubjektiv Bestand haben).

Jetzt versuchen wir die Radioaktivitit mit der Distanz allein zu erkléren (oder vorherzusa-
gen). Wir wollen uns vorerst auf die Schatzungen der Parameter in Y, = 80+ Sz + ¢
konzentrieren. Mit einem noch zu besprechenden Verfahren (Kleinste Quadrate - siche
10.2.1.3), geben wir in R ein (Befehl ist R-spezifisch)

NwDistanz<- lm(log(bq) ~ log(dist

) 4
orl A A et (Al
S peocll ~ 7 é/ N J / M)
Dabei seien die Daten bereits als "dist”, "regen” und "bq” in R eingelesen worden. "lm”
steht fiir Linear Model, log(bq) nennt man die "Respouse Variable” (abhangige Variable)
und log(dist) eine erklirende Variable oder einen "Predictor”. Wenn wir also Daten haben

und in Modell (10.2) die Parameter schétzen, erhalten wir folgende Regressionsgerade:
log(bg) = 9.803 — 1.091 - log(dist)

"—/, +/8,0 X

Wegen des negativen Koelfizienten (=1.091) “haben wir also einen negativen (linearen)
Zusammenhang: je grosser die Distanz zum Ungliicksreaktor, desto kleiner die Radioak-
tivitdt. Das ist aber alles in logarithmischer Skala geschehen; wir kehren eine Seite zurtick

zur Besprechung der Transformation.

Wenn wir jetzt noch versuchen, die Radioaktivitat mit dem Regen allein zu erklaren (oder

vorherzusagen), gibt es eine Uberraschung; wir erhalten hier nimlich erstmals:
log(bg) = 3.7784 — (0.8247 - regen

Entgegen unseren Erwartungen haben wir auch hier einen negativen (linearen) Zusammen-

hang. Wieso ist das hier so (beachten Sie auch die spétere Relativierung dieses Resultats)?

°/1 t/’u-e‘-ﬂhﬁdro& Ma/sﬂ-'/ A P eé Wv’yé W%,/
. ?eoéﬂc‘(?“;:f/[:m/é/ _Aé_ﬂ_z! 49-)?9-':«4:‘;7‘ M,gé/”v‘ep——)

Le.Fra!
Auf dem Confputer-Ausdruck hinten finden Sie viele Zalilen, welche wir jetzt zum

ersten Mal anschauen.
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10.2.1.2 Welche Modellannahmen werden wir machen?

Wie tiberall in der Statistik werden wir ein intensives Wechselspiel zwischen Daten (z;, ;)
und (vermuteten) Zufallsgrossen haben. Wenn wir uns auf der Ebene der Zufallsgrossen

befinden, machen wir folgende Modellannahmen (1 < ¢ < n):
. L S Fvera Whoe, —» Lol Gor

Yi = Bo+ biri + ¢ (10.2)
;&”‘M /, ﬂrl:& éoovgﬂﬁ—é %A/
7 ZN\/V% ’%/X// ﬁq)

\

€1, ..., €y sind iid N(0, 02)-verteilte Storterme. Auch o2 ist ein zu schitzender Parameter.

In vielen Anwendungen subsumiert man in der residualen Grosse ¢; kleine Effekte wie
Messfehler, Rundungsfehler, zufillige Schwankungen, kleinste Einfliisse, welche man nicht

in das Modell einbauen will, um es einfach zu halten.
Y

O == ..,?

%é_ //(ylh i ﬁcﬂ ’é Y
lf#éeédﬂkvé/é@z%
trae ol ovorm I
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2

10.2.1.3 Schiitzen von fy, f; und o%: OLS
e

Wir werden jetzt eine Methode kennenlernen (OLS), mit der man die unbekannten Para-
p— )

meter in (10.2) schatzen kann. Wir werden die Schatzungen der unbekannten Parameter

mit Bo und ﬁl bezeichnen. Wir definieren damit die geschitzten Punkte

C,@i = fo+ Pizi, 1 <i<n,

die geschétzte Gerade ist dann y = BO + ﬁlx. Die Aufgabe ist lediglich: wir suchen eine
Gerade durch die Punktwolke (z;, ;)" ; derart, dass die Summe der quadrierten Fehler

(Sum of Squared Errors) Azo Zﬁe /4 /
;w;,w
SSE := Z —§i)? = Z(yz (ﬂu + ﬁl i

=1

A:{e&m//‘ _?kbﬁ/ crosr 22t iorimlage,

minimal ist (OLS=Ordinary Least Squares; kleinste Quadrat-Schitzung). Das ist eine
sinnvolle Aufgabe, denn wir wollen den Fehler (die Abweichung der geschétzten Werte §;

von den beobachteten Werten y;) klein halten.
Y

Py

Es gibt genau eine solche Gerade; wir werden sie gleich bestimmen.
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Wir definieren wichtige Summen:
n
SSR:=) (4: —9)°,
i=1

"R” steht dabei fiir Regression, dann noch die 3 Summen

(u=1)

SIS == X:(m1 —z)? Z z2 — nz?, (entspricht etwd nV (X))
i=1
Wapirel 2 "
mn=-,
SSyy = z:(yZ —9)?% = Z Y — (entspricht eﬂ/ nV(Y))
und
Va( ; 88y = Z(ar:Z - ) (yi — Z ZiY; — NTY. (" Kreuzsumme”)

Schreiten wir jetzt zur OLS-Schitzung: Wir haben von SSE die Summe

(B0, 1) : Z(yl (Bo + B1:))? (10.3)

bzgl. Bp und B; zu minimieren i('die 2;,y; sind fest!). Von der Analysis her wissen wir, dass
man bei eindimensionalen Optimierungsproblemen die erste Ableitung gleich 0 setzt (und
die zweite Ableitung noch iiberpriift). Dies ist auch bei mehrdimensionalen Problemen so
(bei der zweiten Ableitung ist es ein bisschen schwieriger - der Dozent weiss aber, dass es

so gut geht).

Die Ableitung von (10.3) nach 3y bzw. (; gleich 0 gesetzt ergibt:
n n
S (wi—Bo— Brzi) =0 D iy — o — Frzi) = 0.
i=1 i=1

Dies ist dquivalent zu

g—PBo—Bz=0 Z /&;/”?‘7

und

SSzy + nZY — BonZ — P1(SSze + nz?) = 0. 2 HorboLtorern Ae

Nach einfachen Umformungen erhalten wir
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s B8
= - 4
! SS:n:n (10 )
und
Bo=7— Pz (10.5)

/&OLQCW

Fiir die Schitzung von o2 nehmen wir die beobachteten Residuen e; := y; — ;1 <1 < n,

( ,».sz&

(die wahren sind ja unbeobachtet) und definieren:

1 n

) 2
;—___E 2 10.6
o - 21'2161 (10.6)

Warum ”(n — 2)” im Nenner? Mit dieser Wahl wird der Schétzer fiir o® erwartungs-
treu. Sie beweisen als freiwillige HA, dass auch ,30, Bl erwartungstreu/sind. Wir besuchen
nochmals unseren Computerausdruck und identifizieren dort die ney gefundenen Gréssen
(10.4), (10.5) und (10.6).

booba cllbe

— wah~
Nachtrag zu undg/
Y

A

b fecrmnt~

—
L —

ok“ W#AL KM&@/ coh —
b leariwn i

> X
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Eine kleine Betrachtung, welche uns fiir den Modelfit mit R? (?R-Squared”) eine leistungs-
fihige Kenngrosse liefern wird: Wir haben viele Summen definiert: SSz5, SSyy, SSzy; dazu
SSE und SSR. Uberraschenderweise gilt folgende Beziehung (den Beweis machen Sie bitte
als kleine HA, wobei Sie Schiatzungen (10.5) fir Sp und (10.4) fiir f; benutzen):

5S,, =SSR+ SSE
~ Sen
fraloe £l pocue =),

also
Shi—0P = -0+ i —0) (10.7)
=1 i=1 =1
/u-/' £ ordrn

Wie wird dies interpretiert? SS,, ist ein Mass fiir die Variabilitdt in den uns interess-
ierenden Daten y (die Radioaktivitit!). Wir wollen die Radioaktivitdt moglichst prazis
vorhersagen oder erkliren. Mittel dazu sind die Anzahl (1 oder 2) und Auswahl (Distanz
oder Regen) der erklarenden Variablen. Dann wollen wir die SSE, die Sum of Squared
Errors, klein machen. Das haben wir mit OLS gemacht. Je nach Anzahl und Auswahl
der erkldrenden Variablen wird SSE mehr oder weniger klein. Wenn wir ein kleines SSE
erhalten, ist es gut. Da SSy,, gegeben ist (es sind die Messwerte) und in der Form
SSyy = SSR + SSE aufgespalten wird, ist entsprechend ein grosses SSR gut. Statistiker
sagen dann: ”Die Variation in den y (SSy,) lasst sich aufspalten in einen Anteil, der durch
die Regression erklart wird (SSR) und eine residuale Summe (SSE)”. Dies lddt ein, mit

gS7. 5% -

- -
L ' | R"i= SSR+ SSE
=SSR S<E

€ [0,1] 0.95 [eek /«/)

eine Kenngrosse anzugeben, welche sagt, wie gut der Fit des Modells an die Daten ist.
Grosse Werte bedeuten einen guten Fit (Modell nur mit Distanz), kleine Werte einen
schlechten Fit (Modell nur mit Regen). Sobald wir mehr erklarende Variablen einbauen,
wird der Fit automatisch besser (siehe spiter und auch im vollen Modell). Deshalb hat
man mit 7 R2-adjusted” noch eine weitere Kenngrosse definiert, welche viele erkldrende
Variablen bestraft. Auch dies suchen wir jetzt in unserem Computerausdruck. Informativ

sind auch die beiden Bilder a) mit den Boxplots der Residuen und b) der Cartoon.
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[ Herpifel G
P A
10.2.1.4 Testen ob 81 =b

Wenn wir uns im Spezialfall der einfachen Regression nur fiir die Steigung der Geraden
interessieren, gibt es eine einfache Herleitung eines statistischen Tests ob

'Hoiﬂlzb

tiberhaupt auf? Dazu zwei Stdmmer, Ho und Hi: y Joe A~ é =0

- | SZeraodon /

@ r=h o+ &
@ Z=B G X + &
——— forn ittt tlon, goalifrtlirne o w0/l oo

r/ﬁ(ﬂ"'?( ;/4’7{ fc-a:.- %széﬂZ
ﬁ/ o /4/ (M c/

e Bk s Y

Kleine, notwendige Warnung:

gilt oder nicht, wo b eine beliebige Zahl (oft 0; default in R). Wieso treten solche Fragen /

ﬁ1 = ST"":‘f wird nie genau 0 (bzw b) sein unter Hy.

Das ist genau der gleiche Fehler, wie wenn Sie bei einem t-Test naiv crwarten, T miisse
schon nahe oder gar exakt 0 (bzw pg) sein.

,31 reicht nicht aus zur Untersuchung, ob 8; = 0 oder nicht, wir brauchen auch hier
die Streuung, genauer: Effekt versus Streuung wie in Kapitel 9. Das machen wir jetzt
nachfolgend:
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Eine kleine Betrachtung, welche uns fiir den Modelfit mit R? (?R-Square
fahige Kenngrosse liefern wird: Wir haben viele Summen definiert: .
dazu SSE und SSR. Uberraschenderweise gilt folgende Beziehung (¢
Sie bitte als kleine HA, wobei Sie Schétzungen (10.5) fiir Sy und (10.

”) eine leistungs-
Sy, , SIS
'n Beweis machen
) fiir 81 benutzen):

SS,, = SSR + SSE

gL~

also ' é@m - #

Wie wird dies interpretiert? SS,, ist ein Mass flir dig Variabilitdt in den uns inter-

essierenden Daten y (die Radioaktivitat!). Wir wollen die Radioaktivitdt moglichst
* Anzahl (1 oder 2) und Auswahl
(Distanz und Regen) der erkldrenden Variablen. Dayn wollen wir die SSE, die Sum of
Squared Errors, klein machen. Das haben wir mit ()LLS gemacht. Je nach Anzahl und
Auswahl der erkldrenden Variablen wird SSE mehy oder weniger klein. Wenn wir ein
kleines SSE erhalten, ist es gut. Da 5SSy, gegebey ist (es sind die Messwerte) und in
der Form S8y, = SSR + SSE aufgespalten wird, jst entsprechend ein grosses SSR gut.
Statistiker sagen dann: "Die Variation in den y/(SS,,) lasst sich aufspalten in einen
Anteil, der durch die Regression erklart wird (SS/R) und eine residuale Summe (SSE)”.
Dies ladt ein, mit

préazis vorhersagen oder erkliaren. Mittel dazu sind di

—

Ty Sy.
=l 1] R =gz, a6s <0 (o0.95)
= SsF

eine Kenngrosse anzugeben, welche sagt, wif gut der Fit des Modells an die Daten ist.
Grosse Werte bedeuten einen guten Fit (N
schlechten Fit (Modell nur mit Regen). Soljald wir mehr erkldrende Variablen einbauen,
ter und auch im vollen Modell). Deshalb hat
man mit ” R?-adjusted” noch eine weiterd Kenngrosse definiert, welche viele erkliarende

odell nur mit Distanz), kleine Werte einen
wird der Fit automatisch besser (siehe spi

Variablen bestraft. Auch dies suchen wiy jetzt in unserem Computerausdruck. Inform- /
ativ sind auch die beiden Bilder a) mit ¢len Boxplots der Residuen und b) der Cartoon. Ah//"z
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Fiir die jetzige Untersuchung setzen wir voraus, dass (10.2), also Y; = Bo + Biz; + €,
gilt. Dann koénnen wir folgendermassen argumentieren:

1. Die Schatzformel fiir 8, lautet (vgl. (10.4)):

B, = 55w _ Lia(#i — ) —9)
QT iz —Z)

2. Weil 37, (z; — z) = 0 gilt auch > | §(x; — £) = 0 und damif

B = SSzy _ Dici(@i=Z) v —7) ___lE?Zl(xi —I)Y;
5SSz S (w - E)° S (- )

3. Schitzer sind (vor der Realisation) Zufallsgrossen. Wir setzen fiir die Datenpunkte
y jetzt die Zufallsgrossen Y ein: L 2 Leol.

e Tl T : I 10.8
’ Z?zl (25 — :E)2 S (i — 9‘0)2 ;( i )Y (10.8)

i=1

A

DaY; ~ N (8o + B, 9%),'1 <i < n, unabhiingig verteilt, konnen wir schliessen (kleine

Rechnungen fiir Personen, welche die Mathe lieben), dass gilt:

" A /,—T—aar/mw
RN CE )

. .

Jetzt machen wir die Z-Transformation im Fall Hg : 8, = b: /
- M, _J;é P e

ﬁfﬁé NW/@%&;-Z)Z
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Das kleine Problem ist, dass wir 02 (wieder mal) nicht kennen. Aber genau wie in

friiheren Kapiteln kénnen wir ja eine Schétzung von o2 (hier Formel (10.6)) zu Hilfe
nehmen. Unter Hy haben wir #; = b und damit hat unsere Teststatistik

Bl—b B1—b

’.1‘”_2 - 6° N .1_2 = (yi—9:)? /
/o J opaerfimal

die t-Verteilung mit 2 (Fehlerquelle!) Freiheitsgraden. Wir werden die Ho-Hypothese
verwerfen, wenn diese Teststatistik Werte annimmt, welche weiter als die kritischen
Werte von 0 entfernt sind. Wir schanen nochmals unseren Computer-Ausdruck an (nur
einfache Regression).

10.2.1.5 Probleme & Diagnostic Checking

Wir geben hier nur einen.kurzen Uberbliek. iiber mogliche Probleme, Gefahren und

die Methoden, welche man unter ”Diagnostic Checking” zusammenfasst. Zusétzliche

Informationen dazu in Stahel. /
‘-/\A/

e’ a1 nlitocy

* Ausreisser (engl. Outlier)
Y

e

~AorfrichllAe Ocs—

_r;lc;féj

. ( x‘(’ %‘) éq'f' g
/-/efe/mféa&f/ "

-617/. [ﬂyﬁ?ﬂ
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* ungleiche Varianzen
./_-/-
€ =Y — Yi
A \
- N
B
S i I
Pl ‘¢
ro " \
> L4
. - <
P, P -
_\ N
\
& N {
N 3
* verbleibende Muster (z.B. quadratisch) in den e;’s i
-
€; -
F
4
- * 4
a
¢
N v
> T4
4 7
h
: /
N v
[ 4
¢

* €;’s nicht unabhingig

* ¢;’s nicht normalverteilt
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10.2.1.6 Warum ist die lineare Regression mit OLS so wichtig, bekannt und
erfolgreich?

* wird auch von Nicht-MathematikerInnen/Nicht-StatistikerInnen verstanden
* theoretisch einfach zu berechnen
* einfach auch zur multiplen Regression erweiterbar

* frither war in Statistik-Paketen oft nur diese Regression programmiert (heute nicht
mehr als Argument relevant)

warum speziell linear

* Mensch kann nur lineare Zusammenhinge gut erfassen

* viele nichtlineare Abhéngigkeiten kénnen durch Transformation zu linearen Problemen
gemacht werden (ist aber auch umstritten: ”Man foltert die Daten bis sie gestehen”).
Vor allem: viele Phénomene mit exponentiellem (oder geometrischem, falls diskret)
Wachstum: Wirtschaft (gesamte Volkswirtschaft und einzelne Firmen), Pflanzen (Zellteil-
ung), Ausbreitung von Epidemien

warum speziell OLS

* frijher EDV-Probleme bei alternativen Vorschlagen (heute nicht relevant)

- Ceterre 2, Sooly Breoc
* OLS ist auch der BLUE (Best Linear Unbiased Estimator), auch’ BLUE im multivar-

iaten Fall L" :ZI ‘/' é 1/ 7/ Y
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10.2.2 Ausblick multiple Regression

Wir werden jetzt versuchen, die Radioaktivitit mit Distanz und Regen zu erkldren (oder

vorherzusagen). Damit verlassen wir Modell (10.2) und gehen zu

Y = Bo+ Przi1 + Bexiz + € . (10.9)
(XZ Z = £x F ey K;‘FKM/L,/A’T)

Wir werden die OLS-Schétzung in dieser Vlsg nur fiir die einfache Regression anschauen.
Aber auch in der multiplen Regression kann man eine OLS-Schatzung machen; sie ist

einfach komplizierter. Mit der OLS-Schétzung erhalten wir hier (;;y,/ )
7=

—
log(bq) = 10.522 — 1.360 * log(dist) + 2.723 % regen 0 =tdol /Qfﬁ*-

—_—

Residual standard error: 0.6166197

Dies ist auf die Schnelle wohl die beste Datenanalyse: der Regen hat (wie in der ersten
Stunde vermutet und theoretisch erwartet) einen ” Wash out” mit erhéhter Radioaktivitat

zur Folge.

Die geschitzte Varianz des Fehlerterms ist hier kleiner als bei der einfachen Regression,
da noch ein Predictor dazugekommen ist (siehe auch bei den nachfolgenden Bemerkungen

zur multiplen Regres