2. EINFUHRUNG IN R UND BESCHREIBENDE STATISTIK

2.1. EINFUHRUNG IN R

Kommt noch nach dem Semester

2.2. BESCHREIBENDE STATISTIK

2.2.1. MERKMALE UND SKALEN

(2.2.1.1) Uberblick

Bei Untersuchungen in den Natur-, Geistes- und Sozialwissenschaften
geht es allgemein formuliert stets darum, gewisse Merkmale der zu unter- | (2.2.3)
suchenden Objekte zu beschreiben. In diesem Kapitel werden diese Merk-
male genauer klassifiziert; so unterscheidet man etwa qualitative und quan- | (2.2.4)
titative Merkmale, letztere werden weiter in stetige und diskrete Merkmale | (2.2.5)
unterteilt.

Fiir die rechnerische Behandlung eignen sich selbstverstandlich die
durch Zahlen beschreibbaren Merkmale. Diesen Zahlen kann aber ein
mehr oder weniger grosser Informationsgehalt innewohnen, was einen Ein-
fluss darauf hat, welche Rechenoperationen mit diesen Zahlen sinnvoll sind
und welche nicht. Diese Unterschiede driicken sich in den so genannten
Skalen aus: (2.2.7)
Nominalskala,
Ordinalskala,
Intervallskala,
Verhéltnisskala.

Das Ziel dieses Kapitels besteht vor allem darin, Sie darauf aufmerksaml
zu machen, dass beim Umgang mit Daten auf deren Natur Riicksicht zu

nehmen ist.

(2.2.1.2) Allgemeines zur beschreibenden Statistik

Eine der Aufgaben der beschreibenden Statistik ist es, Ergebnisse von Beobacht-
ungen und Versuchen auf iibersichtliche Weise darzustellen. Diesem Thema wird Teil
2.2.2 gewidmet sein. Eine weitere Aufgabe besteht aber darin, die gewonnenen Daten auf
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pragnante Art und Weise durch einige wenige zusammenfassende Zahlen zu charakter-
isieren. Dazu dienen die so genannten statistischen Masszahlen, auf die in Kapitel 2.2.3
eingegangen wird, und von denen Sie als wichtiges Beispiel jedenfalls den Durchschnitt
kennen. Im vorliegenden Kapitel 2.2.1 werden zunachst einige grundlegende Tatsachen
im Zusammenhang mit der zahlenméssigen Auswertung von Versuchen und Beobacht-
ungen besprochen.

Neben der beschreibenden gibt es noch die beurteilende Statistik, die es erlaubt,
das Beobachtungsmaterial auszuwerten und daraus weitergehende Schliisse zu ziehen.
So kann man etwa versuchen, aus einer Umfrage in einem beschriankten Personenkreis
das Ergebnis einer Abstimmung vorherzusagen. Die beurteilende Statistik beruht auf
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wird ab Kapitel 8 zur Sprache kommen.

(2.2.1.3) Untersuchungsobjekte und Merkmale

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, einige wichtige Begriffe zu klaren und
zu benennen. Bei naturwissenschaftlichen Untersuchungen (und auch bei solchen auf
anderen Gebieten) geht es sehr oft darum, einem Untersuchungsobjekt ein bestimmtes
Merkmal (oder mehrere Merkmale gleichzeitig) zuzuordnen. Die nachstehenden Beisp-
iele sollen diese etwas allgemeine Terminologie erlautern.

Untersuchungsobjekt Merkmal

Ortschaft Einwohnerzahl

Mensch Korpergrosse

Mensch Alter

Mensch Augenfarbe

Mensch Geschlecht

Mensch Blutgruppe (0, A, B oder AB)
Fliissigkeit Siedepunkt

Batterie Spannung

Blatt einer Pflanze Form (lineal, lanzettlich etc.)
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(2.2.1.4) Qualitative und quantitative Merkmale

Wir unterscheiden:

Quantitative Merkmale Qualitative Merkmale
Konnen durch Messen oder Zahlen Konnen nicht durch Messen oder Zahlen
erfasst werden. erfasst werden.
Beispiele: Einwohnerzahl Beispiele: Augenfarbe
Korpergrosse Geschlecht
Alter Blutgruppe
Siedepunkt Blattform
Spannung

Der Unterschied zwischen quantitativen und qualitativen Merkmalen kann von der
Art der Beobachtung abhéngen. Ein an sich quantitatives Merkmal kann auch qualitativ
beschrieben werden. Schliesslich spricht man ja etwa von grossen oder kleinen Apfeln,
obwohl man die Angabe auch quantitativ (durch Gewicht oder Umfang) machen kénnte.

Fiir die mathematische Behandlung kommen natiirlich in erster Linie die quant-
itativen Merkmale in Frage. Diese unterteilen wir in (2.2.1.5) weiter.

(2.2.1.5) Diskrete und stetige Merkmale

Ein quantitatives Merkmal heisst stetig, wenn es von seiner Natur her jeden Wert,
also im Prinzip jede reelle Zahl (zumindest innerhalb bestimmter Grenzen), annehmen
kann. Insbesondere sind wenigstens theoretisch unendlich viele Messwerte moglich.
Stetige Merkmale werden in der Regel durch Messen bestimmt. Beispiele dafiir sind
etwa Korpergrosse, Alter, Siedepunkt oder Spannung.

Wir haben dabei insofern idealisiert, als wir unbeschrankte Messgenauigkeit vor-
ausgesetzt haben, die in der Praxis ja nie erreicht werden kann (daher der Einschub “im
Prinzip”). Fiir die Anwendung mathematischer Verfahren ist diese Idealisierung meist
sehr zweckmassig.

Ein quantitatives Merkmal heisst diskret, wenn es nur endlich viele (oder héchstens
“abzéhlbar unendlich viele”) Werte annehmen kann.

Der Begriff “abzéhlbar unendlich” wird fiir uns vor allem in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung von Bedeutung sein und zwar im Zusammenhang mit den so gen-
annten diskreten Zufallsgrossen. Er wird aber schon jetzt erwahnt, obwohl er hier eher
von theoretischem Interesse ist. Eine unendliche Menge heisst abzahlbar, wenn man
ihre Elemente in eine Folge (ag, a1, as,...) anordnen kann. So sind etwa die natiirlichen
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Zahlen N, aber auch die ganzen Zahlen 7Z abzahlbar. Eine mogliche Anordnung der
ganzen Zahlen in eine Folge ist gegeben durch

0,1,-1,2,-2,3,-3,... .

Man kann ferner beweisen, dass die Menge R der reellen Zahlen nicht abzahlbar (“iiber-
abzéhlbar”) ist.

Die wichtigsten Beispiele von diskreten Merkmalen sind jene, die durch Zahlen
ermittelt werden, wie etwa die Einwohnerzahl einer Ortschaft, die Zahl der Bliitenblatter
einer Blume etc. Das Resultat der Zahlung ist offensichtlich eine natiirliche Zahl. Solche
Zahlen werden oft Haufigkeiten genannt.

Daneben treten aber diskrete Merkmale auch im Zusammenhang mit stetigen Merk-
malen auf. Die Werte eines stetigen Merkmales werden namlich meist in Klassen zusam-
mengefasst (Lebensalter in Jahren, Korpergrosse in cm, etc.). Dies ist allein schon aus
Griinden der praktisch beschrankten Messgenauigkeit notwendig. Ein im Prinzip stet-
iges Merkmal wird auf diese Weise diskretisiert, und die Messung wird im Grunde durch
eine Zahlung ersetzt.

Misst man etwa beim Hundertmeterlauf die Zeit in Hundertstelsekunden, so lauft die Ablesung
der Stoppuhr im Prinzip auf eine Zdhlung von Hundertstelsekunden heraus. Die moglichen Resultate
werden dann bequemlichkeitshalber in Sekunden ausgedriickt (9.98, 10.04 etc.). Sie sind also keine
natiirlichen Zahlen, aber trotzdem diskrete Messwerte. (Wiirde man alles in Hundertstelsekunden
ausdriicken, so erhielte man ja natiirliche Zahlen!)

Die Uberlegungen von (2.2.1.4) und (2.2.1.5) lassen sich im folgenden Schema

zusammenfassen:
qualitativ
. an sich stetig, aber
Merkmal stetig ~ — _ — | ausgewissen Griinden
antitati diskretisiert
quantitativ (ungenaue Messung)

diskret

von der Sache her
(echt) diskret
(Zahlung)

(2.2.1.6) Beschreibung von qualitativen Merkmalen durch Zahlen

Auch qualitative Merkmale werden oft unter Zuhilfenahme von Zahlen beschrieben;
sie werden aber dadurch nicht etwa zu quantitativen Merkmalen. Diese Zuordnung von
Zahlen kann auf zwei Stufen geschehen:
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a) Nominale Merkmale

Die Zahlen dienen bloss zur Codifizierung oder zur einfacheren Verarbeitung der
Daten:

e Bei der computerisierten Auswertung einer Umfrage ist es praktisch, das Merkmal
“Geschlecht” durch 0 (= méannlich) bzw. 1 (= weiblich) auszudriicken.

e Jeder erwachsene Einwohner und jede erwachsene Einwohnerin der Schweiz ist
durch die AHV-Nummer eindeutig gekennzeichnet.

e Bei einer Untersuchung iiber Berufe mag es angezeigt sein, die einzelnen Berufe zu
nummerieren: Architektin = 1, Backer = 2, Chemiker = 3, Drogistin = 4, ...

Da die Zahlen hier eigentlich nur andere Namen fiir die untersuchten Auspragungen
eines Merkmals sind, spricht man auch von nominalen Merkmalen. Charakteristisch ist,
dass die Zahlen hier durch andere Symbole ersetzt werden konnen, ohne dass sich der
Informationsgehalt andert.

Es ist deshalb offensichtlich sinnlos, mit diesen Zahlen irgendwelche Rechnungen
durchfithren zu wollen. Man konnte zwar z.B. die “durchschnittliche AHV-Nummer”
aller Ziircherinnen und Ziircher berechnen, das Ergebnis dieser Miihe ware aber von der
Sache her vollig absurd.

b) Ordinale Merkmale

Die Zahlen dienen dazu, eine Reihenfolge (Rangordnung) festzulegen:

e In einer gewOhnlichen Rangliste bedeutet die Aussage “1 < 27, dass der Teilnehmer
mit Rang 1 besser ist als jener mit Rang 2.

e Eine Arztin unterscheidet bei einer gewissen Krankheit vier Stufen: 0 = Krankheit
nicht vorhanden, 1 = leicht, 2 = mittel, 3 = schwer. Auch hier hat die Aussage
“l < 3”7 eine konkrete Bedeutung.

e In der Mineralogie kennt man die Harteskala fiir Mineralien (benannt nach MOHS).
Ein Mineral mit Hérte 7 (z.B. Quarz) ritzt dabei eines mit Harte 6 (z.B. Feldspat).
Die Relation > bedeutet also “harter”.

In derartigen Féllen, wo also die Ordnungsrelation < der Zahlen eine konkrete
Bedeutung in Bezug auf das untersuchte Merkmal hat, spricht man von einem ordin-
alen Merkmal. Bezeichnend ist, dass man bei solchen Merkmalen die Zahlen durch
irgendwelche Zeichen ersetzen konnte, sofern zwischen diesen eine klar ersichtliche Rei-
henfolge besteht, z.B. durch das Alphabet A, B, C, ... oder durch “Jass-Striche” |, |,

I, ---

Auch hier ist die Durchfithrung von Rechenoperationen mit diesen Zahlen nicht
sinnvoll. So ist zwar etwa im Beispiel der Krankheit 1 — 0 = 3 — 2; diese arithmeti-
sche Tatsache hat aber keine praktische Bedeutung, denn man kann nicht sagen, der
Unterschied zwischen nicht vorhandener Krankheit und einem leichten Fall sei derselbe
wie zwischen einem mittleren und einem schweren Fall. Auch die folgende Aussage ist
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unsinnig: Ein gesunder und ein mittelschwer erkrankter Patient sind im Durchschnitt
leicht krank.

(2.2.1.7) Skalen

Wenn man irgendwelchen quantitativen oder qualitativen Merkmalen Zahlen zu-
ordnet, so sagt man, man habe eine Skala eingefithrt. Man ist dann natiirlich versucht,
mit diesen Zahlen auch zu rechnen. Wie wir aber eben gesehen haben, ist nicht jede
an sich mogliche Rechnung auch wirklich sinnvoll. Es kommt darauf an, was durch die
Zahlen beschrieben wird.

Um Klarheit dariiber zu erhalten, welche Rechenoperationen bei einem bestimmten
Merkmal sinnvoll sind, unterscheidet man vier verschiedenen Skalen, wobei a) die “schwéchs-
te”, d) die “stéarkste” ist:

a) Nominalskala,
b) Ordinalskala,
c¢) Intervallskala,
d) Verhéltnisskala.

Je hoher das “Niveau” der Skala ist, desto mehr Rechenoperationen sind erlaubt.
Wir besprechen nun diese vier Skalen im Einzelnen.

a) Nominalskala

Hier handelt es sich einfach um die Darstellung eines nominalen Merkmals (2.2.1.6.a)
durch Zahlen (vgl. die dortigen Beispiele). Diese Zahlen haben nur die Bedeutung von
Namen, mehr darf nicht hineingelesen werden. Jede Rechenoperation ist, wie bereits
erwahnt, sinnlos. Auch die Grossenbeziehung der Zahlen hat keine Bedeutung. Im Beis-
piel der Berufsbezeichnung etwa soll die Zuordnung “Architektin = 17, “Backer = 2”
keine Wertung oder Rangordnung ausdriicken.

b) Ordinalskala

Hier driicken die Zahlen eine Rangordnung aus, sie charakterisieren ein ordinales
Merkmal (2.2.1.6.b), vgl. die dortigen Beispiele. Die Beziehung < beschreibt eine gewisse
wertende Eigenschaft, wie z.B. “grosser”, “schneller”, “kleiner”, “schlechter”, “intens-
iver” usw.

Zahlenmassig gleiche Unterschiede auf der Ordinalskala miissen aber nicht gleichen
Unterschieden der Merkmale entsprechen, denn die Unterschiede der Merkmale brauchen
gar nicht vergleichbar zu sein: Man kann z.B. nicht sagen, der Harteunterschied zwischen
Gips (Hérte 2) und Talk (Hérte 1) sei grosser oder kleiner als jener zwischen Diamant
(10) und Korund (9). Bei einer Ordinalskala haben die Abstande zwischen zwei Werten
auf der Skala somit im Allgemeinen keine Bedeutung.
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c¢) Intervallskala

Wenn eine Ordinalskala vorliegt, bei der auch die Abstdnde zwischen zwei Mess-
werten (anders gesagt die Intervalle) eine Bedeutung haben, dann spricht man von einer
Intervallskala. Intervallskalen sind nur fiir quantitative Merkmale méglich, bedingen also
einen Mess- oder Zahlprozess.

Beispiele

e Temperatur in °C:
Hier liegt zunéchst sicher eine Ordinalskala (fiir ein stetiges Merkmall) vor: 0°
ist “warmer” als —5°, 10.5° ist warmer als 10.4° etc. Wir haben aber sogar eine
Intervallskala, denn Intervalle gleicher Lange, etwa zwischen 0° und 1° bzw. zwis-
chen 11° und 12°, haben dieselbe physikalische Bedeutung. Beachten Sie aber, dass
der Nullpunkt der Skala willkiirlich (als Schmelzpunkt von Eis) festgelegt wurde.
In der Fahrenheit-Skala z.B. liegt der Nullpunkt anderswo (0°C entspricht 32°F,
100°C entspricht 212°F).

e Hohe von Bergen:
Wir haben wiederum eine Ordinalskala; die Ordnungsrelation < entspricht dem
Begriff “niedriger”. Aber auch die Differenz von Zahlen hat eine klar festgelegte
Bedeutung: Der Héhenunterschied zwischen Uetliberg (871) und Pfannenstil (853)
ist derselbe wie zwischen Monte Bre (930) und San Salvatore (912). Der Nullpunkt
aber ist willkiirlich festgelegt. Man spricht zwar von der Hohe iiber Meer, die
Angaben beziehen sich jedoch auf einen Bezugspunkt bei Genf (Repére Pierre du
Niton). Die Hohe des letztern ist iibrigens frither einmal um etwa 3 m nach unten
korrigiert worden, was die Relativitat der Sache aufzeigt.

In allen diesen Beispielen ist der Nullpunkt der Skala willkiirlich festgelegt worden.
Das Fehlen eines natiirlichen “absoluten Nullpunkts” bewirkt, dass das Bilden von
Verhéltnissen im Allgemeinen nicht sinnvoll ist:

e Zwei Flugzeuge mogen in Hohen von 3000 bzw. 5000 Meter iiber Meer fliegen. Wenn
ich auf einem Berg von der Hohe 1000 m.i.M. bin, dann kann ich zwar sagen, das
eine Flugzeug sei doppelt so hoch wie das andere. Wiirde ich auf einem Berg von
2000 m.i.M. stehen, so wéare diese Aussage falsch. Die Hohendifferenz (2000 m)
aber hat einen vom Standort des Beobachters unabhéangigen Sinn.

e Ebenso wenig ist die Verwendung von Prozentzahlen moglich. Die Aussage “Der
Uetliberg ist um 18 m hoher als der Pfannenstil” ist absolut sinnvoll, nicht aber
die Aussage “Der Uetliberg ist um 2.1% hoher als der Pfannenstil”, da dies vom
gewahlten Ausgangspunkt der Hohenmessung abhéngt (dessen Hohenangabe nicht
absolut ist und, wie oben erwéhnt, tatsichlich einmal gedndert wurde).

Derartige Probleme treten nun aber nicht auf, wenn ein natiirlicher Nullpunkt
vorhanden ist, namlich bei einer so genannten Verhaltnisskala.

d) Verhéltnisskala
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Wenn eine Intervallskala vorliegt, bei der zusétzlich der Nullpunkt der Skala in
natiirlicher Weise gegeben ist, dann hat auch die Bildung von Verhéltnissen (und von
Prozentzahlen) einen Sinn. Man spricht von einer Verhéltnisskala.

Beispiele
e Gewicht: Das Gewicht 0 ist ein natiirlicher Nullpunkt. Es ist sinnvoll, zu sagen,
ein Mensch von 140 kg wiege doppelt so viel wie einer von 70 kg.
e Entsprechendes gilt fiir Lange, Flacheninhalt, Volumen, elektrische Stromstéarke
etc.
e Auch die Temperatur in K (Kelvin) ist eine Verhéltnisskala, da der absolute Null-
punkt (—273.15°C) ein naturgegebener Nullpunkt der Skala ist.

e Durch Zahlungen ermittelte Haufigkeiten entsprechen normalerweise einer Verhalt-
nisskala. (Die Haufigkeit O ist ein natiirlicher Nullpunkt.)

e) Zusammenfassung

Mit Zahlen, die Merkmalen von Untersuchungsobjekten entsprechen, darf nicht
unbesehen gerechnet werden. Man muss sich jeweils iiberlegen, zu welcher der folgenden
vier Skalen diese Zahlen gehoren.

Nominalskala Keine Rangordnung.
Rechenoperationen sinnlos.

Ordinalskala Rangordnung festgelegt.
Rechenoperationen sinnlos.

Intervallskala Rangordnung festgelegt, Abstéande zwischen Zahlen
haben Bedeutung, Nullpunkt willkiirlich.
Bildung von Verhéltnissen (und Prozenten) nicht sinnvoll.

Verhaltnisskala Rangordnung festgelegt, Abstande zwischen Zahlen
haben Bedeutung, Nullpunkt absolut.
Bildung von Verhéltnissen (und Prozenten) sinnvoll.

Fiir die mathematische Behandlung interessieren hauptsachlich die Intervall- und
Verhaltnisskalen, gelegentlich auch die Ordinalskalen.

In Einzelfallen kann die Zuordnung eines Merkmals zu einer bestimmten Skala
diskutabel sein.

a) Zu welcher Skala gehoren Schulnoten? Sicher bilden sie eine Ordinalskala. Ob sie
auch eine Intervallskala bilden, hangt von der Situation ab. So wird z.B. eine Stil-
note in einem Aufsatz zu einer Ordinalskala gehoren, die Orthographienote dagegen
zu einer Intervallskala, sofern sie sich direkt auf die Anzahl der gemachten Fehler
bezieht.
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b) Wie sind Startnummern bei einem Wettkampf einzureihen? Auf jeden Fall han-
delt es sich um nominale Merkmale, da die Startnummern die Teilnehmerinnen
bezeichnen. Bei vielen Wettkampfen, z.B. bei einer Ski-Abfahrt, geben sie auch die
Startreihenfolge an. In diesem Fall liegt eine Ordinalskala vor.

Die Zuordnung zu einer bestimmten Skala hangt also auch davon ab, in welchem
Licht man die Merkmale betrachtet.
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2.2.2. DARSTELLUNG VON VERSUCHSERGEBNISSEN

(2.2.2.1) Uberblick

Bei vielen Untersuchungen fallen Daten in grosser Zahl an. Um di-
ese in tibersichtlicher Form darstellen zu konnen, verwendet man versch-
iedene Verfahren, von denen einige in diesem Kapitel vorgestellt werden.
Dies wird anhand je eines Beispiels fiir ein diskretes und fiir ein stetiges
Merkmal durchgefiihrt.

Die beiden wichtigsten Begriffe sind die Haufigkeitsverteilung (dar- | (2.2.2.2), (2.2.2.3)
gestellt mit Stab- bzw. Balkendiagrammen) und die Summenhé&ufigkeits-
verteilung. (2.2.2.6), (2.2.2.7)

(2.2.2.2) Haufigkeitsverteilung bei diskreten Merkmalen

Wir beginnen mit einem Beispiel:
Beispiel 2.2.2.2.A

Eine Gruppe von 40 Studierenden erzielte an einer Priifung die folgenden Noten.

Da diese einer alphabetischen Liste entstammen, sind sie noch ungeordnet.

4 43 5 3 53 44 35 53 3 4
1 1 1 1 1
44 1 5 4 5% 3L 6 4 5 41
6 4 3 41 5 3 6 4 2§ 43
1 1 1 1 1
4 3L 31 51 4 4L 3 5 3 14 5

Diese Angaben nennt man die Urliste oder die Rohdaten. Die Anzahl der unter-
suchten Objekte bezeichnen wir mit n (hier ist n = 40). Um sich etwas mehr Ubersicht
zu verschaffen, verfertigt man zweckmassigerweise eine so genannte Strichliste:

1 | 1
1

N[

\)

[\
D[ =

w

1
11
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DN ||
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5

11
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Die erhaltenen Anzahlen nennt man die absoluten Haufigkeiten des betrachteten
Merkmalswerts. Wir formulieren den Sachverhalt noch mit allgemeinen Grossen:
Die moglichen Werte des Merkmals seien

w1, W2,y...,Wg .

(Im Beispiel ist wy = 1, wg = 1%, ...,wy; = 6, somit k = 11.) Die absolute Haufigkeit
des Merkmalswerts w; bezeichnen wir mit H; (hier ist also Hy = 1,...,Hy; = 3).
Natiirlich ist dann die Summe aller absoluten Haufigkeiten gleich n: Zle H; =n.

Neben den absoluten Haufigkeiten H; betrachtet man auch die relativen Haufigkei-
ten h;, da diese oft iibersichtlicher sind. Eine solche relative Haufigkeit kommt in zwei
Varianten vor: Als Zahl zwischen 0 und 1 oder als Prozentzahl zwischen 0% und 100%.
Fiir die Theorie ist die erste Variante zweckmassiger, in der Praxis verwendet man gerne
die zweite. Die relative Haufigkeit h; des Merkmalswerts w; ist gegeben durch

b H; Absolute Haufigkeit
" n Anzahl der Untersuchungsobjekte
bzw. a
hi = — -100% .
n

Aus der obigen Strichliste erhalten wir so die folgende Tabelle:

w; H; h; h; (%)
1 1 0.025 2.5%
13 0 0 0%

2 0 0 0%
21 1 0.025 2.5%
3 6 | 0150 | 15%

33 4 0.100 | 10%
4 7 | 0175 | 17.5%
43 9 0.225 | 22.5%
5 5 | 0125 | 12.5%
5% 4 0.100 | 10%
6 3 | 0075 7.5%

Es ist klar, dass die Summe der relativen Haufigkeiten h; 1 bzw. 100% ergeben muss.
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Besonders anschaulich sind graphische Darstellungen wie etwa das unten stehende
Stabdiagramm:

1 13 2 2l 4 43 5 5% 6

Man kann die Ordinate sowohl mit den absoluten als auch mit den relativen Hau-

- ‘ ‘
O I I 1 1
3 31

figkeiten beschriften. Die Hohe der eingetragenen Strecken (Stébe) ist proportional zu
den betreffenden Haufigkeiten. Anstelle der Strecken konnte man auch schmale Balken
einzeichnen; diese sollten sich aber nicht gegenseitig beriihren, vgl. (2.2.2.3).

Unter dem im Titel des Abschnitts gebrauchten zusammenfassenden Begriff “Hau-
figkeitsverteilung” versteht man einfach die Menge der Werte w; mit den zugehorigen
Héaufigkeiten. Man kann sie wahlweise mit einer Tabelle oder einem Stabdiagramm
beschreiben.

(2.2.2.3) Haufigkeitsverteilung bei stetigen Merkmalen

Wir beginnen wieder mit einem Beispiel.

Beispiel 2.2.2.3.A

Im Rahmen einer Untersuchung wurden 50 zweiwochige Kiiken gewogen, wobei

die Gewichte auf Gramm gerundet wurden. Man erhielt folgende Urliste (Angaben in
Gramm):

100 87 101 107 102 105 91 104 103 102

99 96 104 93 105 107 103 106 96 111
104 92 107 101 109 90 106 97 103 112
101 103 108 105 105 110 97 109 112 103
108 98 104 106 97 119 99 115 100 106

Wie schon im Beispiel 2.2.2.2.A sind die Daten ungeordnet. X

Wiederum stellen wir eine Strichliste auf (siehe folgende Seite), wobei wir gleich-
zeitig die absoluten und die relativen Haufigkeiten (in %) eintragen.

Zum Beispiel (2.2.2.2) der Schulnoten (eines diskreten Merkmals) besteht der fol-
gende wesentliche Unterschied: Das Gewicht ist ein stetiges Merkmal, welches (innerhalb
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Messwert absolute relative
Haufigkeit Héaufigkeit (in %)

86 0 0
87 1 2
88 0 0
89 0 0
90 \ 1 2
91 \ 1 2
92 \ 1 2
93 | 1 2
94 0 0
95 0 0
96 Il 2 4
97 I 3 6
98 [ 1 2
99 Il 2 4
100 Il 2 4
101 I 3 6
102 [l 2 4
103 I 5 10
104 [ 4 8
105 11 4 8
106 [ 4 8
107 1 3 6
108 Il 2 4
109 Il 2 4
110 \ 1 2
111 | 1 2
112 [l 2 4
113 0 0
114 0 0
115 1 2
116 0 0
117 0 0
118 0 0
119 1 2
120 0 0
Total 50 100

gewisser Grenzen) jeden Wert annehmen kann. Bei den auf Gramm genau angegebenen
Gewichten handelt es sich um gerundete (“diskretisierte”, vgl. (2.2.1.5)) Werte. Die
Angabe “91” bedeutet, dass das betreffende Kiiken zwischen 90.5 und 91.5 Gramm
wiegt.

Um eine eindeutige Festlegung zu erhalten, runden wir an den Intervallgrenzen jeweils ab: Ein
Kiiken, das 91.5 g wiegt, zdhlt somit zur Gewichtsklasse 91. Dies ist bloss von theoretischem Interesse,
wiegt doch ein Kiiken kaum genau 91.5 g.

Die Angaben in der Urliste und in der Strichliste beziehen sich also auf eine so
genannte Klasseneinteilung:

Gewicht x: 85.5 < z < 86.5 : Klasse 86,
Gewicht z: 86.5 < x < 87.5 : Klasse 87, etc.

Weiter gebraucht man den Begriff der Klassenbreite (hier 1 bzw. 1 g); die Zahlen
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86, 87 etc. heissen die Klassenmitten.

Wir stellen nun auch diese Daten graphisch dar. Um klarzumachen, dass es sich
hier um ein stetiges Merkmal handelt, zeichnen wir im Gegensatz zu (2.2.2.2) anein-
anderliegende Balken. Die Hoéhe dieser Balken entspricht zundchst der relativen (oder
absoluten) Haufigkeit, vgl. aber (2.2.2.4). Man erhélt so ein Histogramm oder Block-
diagramm.

abs. H. T rel. H.
5+ 0.10 _
4+ 0.08
3+ 0.06 —
2 1+ 0.04
1+ 0.02
| W ][]
! 85|.5 90.5 95|.5 100.5 105.5 110.5 11|5.5 126.5

(2.2.2.4) Anderung der Klasseneinteilung

Das obige Histogramm ist noch nicht sehr iibersichtlich. Das liegt daran, dass die
absoluten Haufigkeiten der einzelnen Klassen zu klein sind, so dass sich Liicken und
weitere Unregelmassigkeiten ergeben. Dies konnte man durch Erhohung der Zahl der
Untersuchungsobjekte d&ndern. Muss man aber mit der gegebenen Anzahl auskommen,
so kann man versuchen, die Klassenbreite zu vergrossern.

Wir wéhlen* (mehr oder weniger willkiirlich) die Klassenbreite 5 (5 Gramm) und

beginnen wie vorhin mit 85.5 als unterster Klassengrenze. Wir erhalten so folgende
Tabelle:

Klasse Klassenmitte abs. H. rel. H.
85.5 < x < 90.5 88 2 0.04
90.5 <z < 95.5 93 3 0.06
95.5 < x <100.5 98 10 0.20
100.5 < x < 105.5 103 18 0.36
105.5 < x < 110.5 108 12 0.24
110.5 <z < 115.5 113 4 0.08
1155 < x <£120.5 118 1 0.02

* Die Anzahl der Klassen kann man an sich frei wihlen. Zuviele Klassen ergeben aber ein un-
regelmaéssiges Bild, zuwenige unterdriicken zuviel Information.



2.2.2.4 Anderung der Klasseneinteilung 23

Das zugehorige Histogramm lasst die wesentlichen Ziige besser hervortreten als
jenes in (2.2.2.3):

abs. H. 7T rel. H.
20 + 04
15+ 0.3
10 + 0.2
510.1
ol —F—1 | |
85.5 90.5 95.5 100.5 105.5 110.5 115.5 120.5

Beim Vergleich der beiden Histogramme fallt auf, dass im zweiten der Massstab
der Ordinate verkiirzt wurde, und zwar um den Faktor 5. Der Grund dafiir ist der,
dass die neuen Klassen fiinfmal breiter sind als die alten. Die Massstabsanderung bew-
irkt nun, dass in den beiden Histogrammen der Flacheninhalt pro Untersuchungsobjekt
(ein einzelnes Kiiken) derselbe ist. Anders ausgedriickt: Nicht die Hohe der Balken,
sondern ihr Inhalt soll ein Mass fiir die Haufigkeit sein. Insbesondere ist dann der totale
Fldacheninhalt unter allen Balken zusammen in beiden Féllen derselbe (und zwar = 1,
bzw. = 100%, wenn wir relative Haufigkeiten betrachten). Dies ermdglicht einen guten
Vergleich der beiden Histogramme.

Die Regel, dass der Flacheninhalt und nicht die Héhe der Balken massgebend ist, muss zwingend

angewendet werden, wenn man, was gelegentlich nétig ist, mit verschiedenen Klassenbreiten im selben
Histogramm arbeitet. Als Beispiel dazu betrachten wir die drei folgenden Klassen:

Klasse Klassenbreite abs. H. rel. H.
85.5 < x <£100.5 15 15 0.30
100.5 < = < 105.5 5 18 0.36
105.5 <z < 120.5 15 17 0.34

Wir stellen diese Daten auf zwei Arten dar: In der Figur links ist (filschlicherweise) die Héhe, in
jener rechts (korrekterweise) der Flacheninhalt proportional zu den relativen Haufigkeiten. Man stellt
sofort fest, dass die linke Darstellung rein optisch den falschen Eindruck erweckt, die mittlere Klasse
sei viel kleiner als die beiden andern, obwohl sie in Tat und Wahrheit die grésste ist.

\

85.5 100.5 105.5 120.5 85.5 100.5 105.5 120.5
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(2.2.2.5) Eine Idealisierung

Gelegentlich verbindet man die Mitten der obern Rechtecksseiten durch eine glatte
Kurve und betrachtet diese dann fiir sich allein:

/[ N

\
- [4

Dies tut man zum Beispiel dann, wenn man grob die Form der Haufigkeitsverteilung
skizzieren will. Man unterscheidet etwa:

glockenformig symmetrisch rechtsschief linksschief

Bei diesem Prozess handelt es sich natiirlich um eine Idealisierung. Hat man aber
sehr viele und sehr genaue Messdaten, so kann man eine derart feine Klasseneinteilung
wéahlen, dass diese “glatte” Idealisierung von der “Treppenkurve” des Histogramms
kaum mehr abweicht.

Der eben beschriebene Ubergang von der “Treppenkurve” des Histogramms zu
einer “glatten” Kurve wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wieder aufgenommen
werden. Da er gewissermassen auf einer Art Grenziibergang beruht (immer mehr, dafiir
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immer feinere Klassen), kann er nur in Gedanken durchgefiihrt werden (daher der Aus-
druck “Idealisierung”). Aus der relativen H&ufigkeit wird bei diesem Ubergang die
Wahrscheinlichkeit, und die “glatte” Kurve bestimmt dann eine so genannte Wahrs-
cheinlichkeitsverteilung. Naheres dazu finden Sie im Kapitel 4.

(2.2.2.6) Summenhéaufigkeitsverteilung bei diskreten Merkmalen

FEine weitere Art der Darstellung von Versuchsergebnissen ist die Summenhaufig-
keitsverteilung. Wir betrachten zur Erlduterung das Beispiel 2.2.2.2.A der Noten.

Wenn man fragt, wieviele Studierende eine ungeniigende Note, d.h., zumindest
in der Schweiz, eine Note < 3% erzielt haben, dann ist die Antwort nicht direkt aus
der Tabelle oder dem Stabdiagramm von (2.2.2.2) abzulesen. Vielmehr muss man die
Haufigkeit aller Noten < 3% addieren, und man erhalt

1+0+0+1+6+4=12.

Die so erhaltene Zahl heisst eine Summenhéufigkeit (oder kumulative Haufigkeit). Diese
Summenhéaufigkeit gibt also an, wieviele Messwerte kleiner oder gleich* einer gewissen
Zahl sind. Selbstverstindlich kommt die Summenhé&ufigkeit sowohl in einer absoluten
als auch in einer relativen Variante vor. In der folgenden Tabelle sind die Werte zu
unserem Beispiel eingetragen (H. bedeutet Haufigkeit, SH. Summenh&ufigkeit).

Note abs. H. rel. H. abs. SH. rel. SH.
1 1 0.025 1 0.025
11 0 0 1 0.025
2 0 0 1 0.025
25 1 0.025 2 0.050
3 6 0.150 8 0.200
3% 4 0.100 12 0.300
4 7 0.175 19 0.475
43 9 0.225 28 0.700
5 5 0.125 33 0.825
53 4 0.100 37 0.925
6 3 0.075 40 1.000

Natiirlich ist die letzte Summenhéufigkeit gerade gleich der Anzahl n der unter-
suchten Objekte, bzw. gleich der relativen Haufigkeit 1.

* Es sei erwahnt, dass in manchen Biichern die Summenh&ufigkeit mit < statt mit < definiert wird.
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Diese Summenhaufigkeit ist unten graphisch aufgetragen. Ein Vergleich mit dem
nochmals aufgezeichneten Stabdiagramm zeigt, dass die “Spriinge” bei der Summenhé&u-
figkeitsverteilung gerade die Hohe der entsprechenden Stabe haben. Die gestrichelt
eingetragenen vertikalen Linien kann man wahlweise eintragen oder weglassen. Zeichnet
man sie ein, hat man eine schone “Treppe”, lasst man sie weg, erhalt man den Graphen
einer Funktion.
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Bemerkungen

a)

Um einen direkten Vergleich mit dem Stabdiagramm zu ermdglichen, musste in der obigen Figur
der Massstab auf der Ordinate recht gross gewahlt werden. Mit einem verkiirzten Massstab bei
der Summenhaufigkeitsverteilung wiirde die Darstellung tibersichtlicher.

An den Sprungstellen ist jeweils der obere Wert zu nehmen, was durch die ausgefiillten Punkte
angedeutet wird. Dies kommt daher, dass wir zur Definition der Summenh&ufigkeitsverteilung die
Beziehung < und nicht die Beziehung < verwendet haben.

Die waagrechten Teilstiicke in der Darstellung der Summenhaufigkeitsverteilung sind mit gutem
Grund ausgezogen worden. Man kann ndmlich die Summenhéaufigkeiten auch an andern Stellen
als den effektiv vorkommenden Noten (1, 1%, 2,...) betrachten, indem man etwa die Frage stellt:
Wieviele Personen haben eine Note < 3.25 erzielt? Da diese Note in unserer Skala nicht vorkommt,
gehort zu 3.25 dieselbe Summenhaufigkeit wie zu 3. Mit andern Worten: Der Graph hat an der
Stelle 3.25 (und ebenso fiir alle Zahlen x mit 3 < < 3.5) dieselbe Hohe wie an der Stelle 3. Erst
bei 3.5 “passiert wieder etwas”.

Die waagrechten Stiicke in der Figur konnen als Graph einer Funktion aufgefasst werden, der
so genannten (empirischen) Verteilungsfunktion f‘(az) Der Zusatz “empirisch” soll den Begriff
gegeniiber der in der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorkommenden “Verteilungsfunktion” (vgl.
(4.1.7)) abgrenzen.

(2.2.2.7) Summenhéaufigkeitsverteilung bei stetigen Merkmalen

Ahnlich wie in (2.2.2.6) bilden wir zu den Hiufigkeiten von Beispiel 2.2.2.3.A die

zugehorigen Summenhaufigkeiten. Es geniigt, einen Ausschnitt aus der entsprechenden
Tabelle zu geben:

hat.

Gewicht abs. H. abs. SH.
86 0 0
87 1 1
88 0 1
89 0 1
90 1 2

101 3 18
102 2 20
103 5 25
104 4 29
105 4 33

Nun stellen wir diese Summenhaufigkeit graphisch dar.

Dabei tritt ein kleines Problem auf, das mit der Stetigkeit des Merkmals zu tun
Zur Klasse “87” beispielsweise gehoren alle Hithner, deren Gewicht im (halboffenen)

Intervall (86.5, 87.5] liegt. Da also ein Kiiken mit einem Gewicht von 87.5 Gramm gerade
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noch in dieser Klasse liegt, lassen wir die Treppenkurve des Graphen an der Stelle 87.5
springen. Andere Lehrmeinungen besagen, dass man den Sprung in die Klassenmitte,
also an die Stelle 87, legen soll. Beide Verfahren bringen aber kleine Ungenauigkeiten.

Wir erhalten das folgende Bild:

abs. SH.
50 -
] ’_,_?"

] -
40

T
-
- -
30 o
1 |
+

1 |

] |
20 -

10—3 Ky

85I.5 90.5 95.5 100.5 105.5 110.5 115.5 120.5

Das ganze Prozedere kann selbstverstandlich mit anderen Klasseneinteilungen wied-
erholt werden. Mit der Einteilung von (2.2.2.4) finden wir die folgende Tabelle:

Klasse abs. H. abs. SH.

85.5 < x < 90.5 2

90.5 <x < 95.5 3 5

95.5 < x <100.5 10 15
100.5 < x < 105.5 18 33
105.5 < x < 110.5 12 45
110.5 < x < 115.5 4 49
115.5 < x <£120.5 1 50

Auf diese Weise erhalten wir natiirlich einen Graphen mit “grosseren Treppenstufen”.
Die Sprungstellen liegen bei 90.5, 95.5 usw. Beachten Sie, dass die Figuren @ und @
denselben Ordinatenmassstab aufweisen. Dies ist hier — im Gegensatz zu (2.2.2.4) —
zweckmassig.
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abs. SH.
50 + -—

40 4

30

20

: — @
10 - l
] |
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] o—
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85.5 90.5 955 100.5 105.5 110.5 115.5 120.5

(2.2.2.8) Idealisierung der Summenhaufigkeitsverteilung

Verbinden wir in der Figur @ von (2.2.2.7) die Eckpunkte der “Treppe” durch
Geradenstiicke, so erhalten wir einen Streckenzug (gestrichelte Linie in Figur @)

abs. SH.

50 e
40—3 /
30—2 /
20-; /

10 1 /

0: I// T T T T T T T
856.5 90.5 955 100.5 105.5 110.5 115.5 120.5
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Wird die Klasseneinteilung verfeinert, d.h., unterwerfen wir Figur @ demselben

Prozess, so nahert sich der Streckenzug einer glatten Kurve. Verfeinern wir in Gedanken

die Klasseneinteilung noch mehr, so erhalten wir als Idealisierung eine glatte Kurve, die

etwa so aussieht:

abs. SH.4 rel. SH.
50 + 100%

|

|

30+ 60% |

: |

2+ - - - - - - -~ |

20+ 40% | .

i | |

| |

] I |

104 20% S

] | |

] | |

] | !
0- T T T I ! T T

85.5 90.5 95.5 103 107.5 115.5 120.5

Eine solche Kurve kann man dazu beniitzen, gewisse Daten auf einfache Weise

abzulesen. Wir illustrieren das Vorgehen an Figur @

2)

Wieviele Kiiken wiegen < 103 Gramm?

Wir gehen von 103 aus entlang der gestrichelten Geraden nach oben bis zur Kurve
und dann nach links. Wir finden so die Antwort: 22.

Aufgrund der urspriinglichen Daten wissen wir allerdings nur, dass 20 Kiiken unter 102.5 g und 25
Kiiken unter 103.5 g wiegen. Die erhaltene Zahl 22 ist das Resultat einer Interpolation aufgrund
der (idealisierten) Kurve und kein exakter Wert.

Noch ein zweiter Einwand: Es héatte ja als Schnittpunkt mit der Ordinate auch z.B. die Zahl 22.5
herauskommen konnen, was als Haufigkeit sinnlos ist. Immerhin ist man bei relativen Haufigkeiten
(Prozentzahlen) eher gewohnt, auch nicht ganze Zahlen zu akzeptieren.

Fiir welches Gewicht x gilt, dass 80% der Tiere hochstens  Gramm wiegen?

Hier gehen wir von der Zahl 80% auf der Ordinate entlang der strichpunktierten
Geraden bis zur Kurve und dann senkrecht nach unten. Als Antwort finden wir
x = 107.5. Natiirlich gilt dieselbe Kritik wie unter a).
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(2.2.2.9) Schlussbemerkungen

a) Andere Darstellungsarten

Aus dem téglichen Leben sind Thnen Darstellungsarten wie “Kreisdiagramme” oder
“Balkendiagramme” sicher vertraut. Wir werden diese hier nicht weiter betrachten.
Immerhin sollten Sie an diese verschiedenen Moglichkeiten denken, wenn es darum geht,
einen Sachverhalt mit einfachen Mitteln anschaulich zu beschreiben.

In derartigen Darstellungen ist der Flacheninhalt
des Kreissektors bzw. des Teilrechtecks ein Mass fiir
die Haufigkeit.

b) Untersuchung von mehreren Merkmalen

Im ganzen Kapitel wurde davon ausgegangen, dass an jedem Untersuchungsobjekt
nur ein einziges Merkmal beobachtet wurde. Das ist natiirlich nicht immer der Fall. So
kann an einem einzelnen Menschen etwa das Gewicht, die Korperlange, der Brustum-
fang, die Schuhgrosse, der systolische Blutdruck usw. usw. gemessen werden. Die {ibers-
ichtliche Darstellung der gewonnenen Daten ist natiirlich umso schwieriger, je mehr
Grossen gleichzeitig erfasst werden sollen.

Im Fall von zwei Grossen (wie etwa Gewicht und Korperlédnge) kann man in einem
kartesischen Koordinatensystem das Gewicht auf der z-Achse, die Korpergrosse auf der

y-Achse abtragen. Zu jeder untersuchten Person gehort dann ein Punkt in der z-y-
Ebene:

Y o: Niedriges Gewicht, grosse Korperlange.

o: Hohes Gewicht, kleine Korperldange.

i
i
i Z,

|
|
|
|
Lo JI. ....... -0
|
|

Das “eindimensionale” Histogramm von (2.2.2.3)
wird im Fall von zwei zu untersuchenden Merkmalen
durch ein “zweidimensionales” Histogramm gemass

nebenstehender Figur ersetzt.
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2.2.3. STATISTISCHE MASSZAHLEN

(2.2.3.1) Uberblick

Statistische Masszahlen dienen dazu, die Verteilung von beobachteten
Daten auf pragnante Weise zusammenzufassen. Wir betrachten hier nur
zwei Arten von derartigen Grossen, ndmlich Lagemasse und Streuung-| (2.2.3.2)
smasse und zwar im Einzelnen

o Lagemasse:

e Durchschnitt, (2.2.3.3)
e Median, (2.2.3.4)
e Modus. (2.2.3.5)
e Streuungsmasse:
e Variationsbreite, (2.2.3.6)
e Interdezilbereich, (2.2.3.6)
e Varianz, (2.2.3.7)
e Standardabweichung. (2.2.3.7)

(2.2.3.2) Allgemeine Betrachtungen

Wenn wir eine Anzahl von Beobachtungsdaten vor uns haben, wie etwa in den Beis-
pielen von Teil 2.2.2, dann steckt die volle Information in der Urliste ((2.2.2.2.A) bzw.
(2.2.2.3.A)), die samtliche Daten enthélt. Meist sind diese Angaben aber zu zahlreich,
so dass man gezwungen ist, eine libersichtlichere Darstellung in kondensierter Form zu
suchen. Eine Moglichkeit besteht darin, das Stabdiagramm bzw. das Histogramm der
Haufigkeitsverteilung ((2.2.2.2) bzw. (2.2.2.3)) oder die Summenhé&ufigkeitsverteilung
(2.2.2.6) zu zeichnen.

Oft verkleinert man dabei bewusst den Informationsgehalt, wenn man dafiir die
charakteristischen Ziige besser darstellen kann. Dies haben wir etwa bei der Grupp-
ierung nach Klassen gesehen.

Héufig mochte man die Verteilung der Beobachtungsdaten nicht graphisch, sondern
mit moglichst wenigen, aussagekréftigen Zahlen darstellen (natiirlich unter Verlust der
einzelnen Detailangaben). Dazu dienen die statistischen Masszahlen, von denen uns
zwei Gruppen interessieren werden:
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a)

Lagemasse

Gesucht ist eine Zahl, welche die Lage der Beobachtungsdaten auf der Abszisse
(also der horizontalen Achse) beschreibt:

Lagemass klein Lagemass gross

Das bekannteste Lagemass ist der Durchschnitt (das arithmetische Mittel). Dan-
eben gibt es aber auch noch andere Lagemasse. Diese sind insofern von Bedeut-
ung, als das arithmetische Mittel gar nicht immer sinnvoll angewandt werden kann.
Dies hangt ndmlich davon ab, welche Skala vorliegt (eine entsprechende Bemerkung
wurde schon am Schluss von (2.2.1.6) gemacht).

Wir werden die folgenden Lagemasse besprechen:

1) Durchschnitt (oder arithmetisches Mittel) in (2.2.3.3),
2) Median (oder Zentralwert) in (2.2.3.4),
3) Modus (oder Dichtemittel) in (2.2.3.5).

Streuungsmasse

Gesucht ist eine Zahl, die angibt, wie die Daten um das Lagemass herum “streuen”,
d.h., ob sie nahe beeinander oder weit gestreut liegen. Anschaulich:

kleine Streuung grosse Streuung

Auch hier gibt es verschiedene derartige Masse; die folgenden vier werden weiter
unten behandelt:

1) Variationsbreite in (2.2.3.6),

2) Interdezilbereich in (2.2.3.6),

3) Varianz in (2.2.3.7),

4) Standardabweichung in (2.2.3.7).

Dabei unterscheiden sich die beiden letzten Grossen insofern nicht wesentlich, als
die Standardabweichung die Wurzel aus der Varianz ist.
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(2.2.3.3) Das arithmetische Mittel

a) Die Definition

Wir gehen davon aus, dass n beobachtete (gemessene oder gezéhlte) Werte bekannt
sind. Diese bezeichnen wir mit

L1, 2y.-.y Ty -

Dabei kann derselbe Wert ohne weiteres mehrfach vorkommen. Im Beispiel 2.2.2.3.A
etwa ist n = 50, ferner ist

T = 100, Lo = 87, xr3 = 101, e, Lg9 = 100, 50 = 106 .

Das arithmetische Mittel (oft auch Durchschnitt genannt) wird mit z bezeichnet und
ist definiert durch die Formel

b) Beispiele
1. Die Durchschnittsnote der 40 Werte aus (2.2.2.2) ist

1 169
—(4+4. 4) = — =4.225.
40( +45+5+...+3+4) 10

2. Das Durchschnittsgewicht der 50 Kiiken aus (2.2.2.3) betragt

1 5148
%(100—1-874— 101 4 ...+ 100 + 106) = 0 - 102.96 .

Mit vielen Taschenrechnern kann man den Durchschnitt direkt ausrechnen. Die
Daten werden oft mit der Taste eingegeben (falsch eingegebene Werte werden

mit gelbscht); der Durchschnitt wird mit abgerufen.

c) Anwendungsbereich des arithmetischen Mittels

Das arithmetische Mittel ist

e sinnvoll fiir Intervall- und Verhéltnisskalen (2.2.1.7), sofern nicht die Verteilung
sehr schief (2.2.2.5) ist. In diesem Fall pflegt man den Median zu verwenden (fiir
ein Beispiel siehe (2.2.3.4)),

e nicht sinnvoll fiir Nominal- und Ordinalskalen (vgl. den Schluss von (2.2.1.6)).



2.2.3.3 Das arithmetische Mittel 35

d) Bildung des Durchschnitts bei zu Klassen gruppierten Daten

Liegt eine Klasseneinteilung wie etwa in (2.2.2.4) vor, so kennt man den genauen
Messwert fiir ein einzelnes Objekt nicht und nimmt deshalb (mangels praziserer In-
formation) an, er sei gleich der Klassenmitte der Klasse, zu welcher das Objekt gehort.
Zur Berechnung des Durchschnitts zahlt man dann diese Zahl so oft, wie es Objekte
in der Klasse hat. Wir betrachten die Zahlen aus dem Beispiel von (2.2.2.4), wo eine
Klassenbreite von 5 Gramm vorliegt:

Klasse Klassenmitte abs. Haufigkeit.
85.5 < x < 90.5 88 2
90.5 <x < 95.5 93 3
95.5 < x <100.5 98 10
100.5 < x < 105.5 103 18
105.5 < x < 110.5 108 12
110.5 < x < 115.5 113 4
115.5 < x < 120.5 118 1

Wir finden

1
:Z’:%(2-88—#3-93%—10-98—#18-103+12-108—|—4-113+1-118):103.1.

Es ist nicht verwunderlich, dass das Ergebnis etwas anders als im Beispiel 2. von b) aus-
gefallen ist. (Genau betrachtet betraf auch dieses Beispiel bereits eine Klasseneinteilung
mit der Klassenbreite 1 Gramm.)

Die allgemeine Formel lautet

L kg k
=1 =1 =1
Dabei wurden die folgenden Bezeichnungen verwendet: k = Anzahl der Klassen, H; =
Anzahl Objekte in der i-ten Klasse (absolute Héufigkeit), x; = Mitte der i-ten Klasse,
h; = H;/n = relative Haufigkeit. Selbstversténdlich ist n = Zle H;.

Diese Formel wurde hier auf stetige Daten angewandt. Sie kann aber auch bei
diskreten Merkmalen beniitzt werden, wenn bekannt ist, dass der Wert x; gerade H;-
mal vorkommt. Im Beispiel 2.2.2.2.A tritt etwa die Note 3 genau sechsmal auf. Wir
finden so fiir £ den Wert

1
:Z’:E(l-1+1~2.5+6-3+4-3.5—|—7-4+9-4.5+5-5+4-5.5+3-6):4.225,

also dieselbe Zahl wie in b) oben.
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(2.2.3.4) Der Median

Bei diesem zweiten Lagemass behandeln wir zunachst den Fall, wo die Beobach-
tungs- oder Messdaten in Form einer Urliste einzeln bekannt sind. Nachher untersuchen
wir die Situation, wo die Daten bereits zu Klassen gruppiert sind und wo also nur die
absoluten Haufigkeiten pro Klasse bekannt sind.

a) Die Daten sind einzeln bekannt

Wir ordnen die Daten der Grosse nach. Beachten Sie, dass dies bereits im Fall einer
Ordinalskala (und erst recht natiirlich fiir Intervall- und Verhéltnisskalen) moglich ist.
Im Beispiel (2.2.2.3) der Kiiken erhalten wir die folgende Anordnung der Gewichte:

87, 90, 91, 92, 93, 96, 96, 97, 97, 97, 98, 99, 99, ..., 111, 112, 112, 115, 119 .

Der Median & (Synonym: Zentralwert) dieser Daten ist derjenige Wert, der in der
Mitte der obigen Folge steht.

Anders formuliert: Der Median teilt die geordnete Folge der Daten in zwei gleich
grosse Hélften. Im folgenden Beispiel mit fiinf Daten

12, 14, 14, 16, 20,
ist £ = 14.

Eine kleine Schwierigkeit ergibt sich, wenn die Anzahl n der Daten gerade ist. Hier
gibt es zwei “mittlere” Werte und wir definieren den Median einfach als Durchschnitt
dieser beiden Zahlen*. Somit ist der Median von

12, 14, 14, 16, 20, 25
gleich (14 +16) = 15.

Im oben erwahnten Beispiel der Kiiken ist n = 50, also gerade. Wir nehmen also

den Durchschnitt des 25. und des 26. Werts in der aufsteigenden Folge der Gewichte.

Der Strichliste aus (2.2.2.3) entnimmt man sofort, dass diese Werte = 103 bzw. = 104
sind, und es folgt = 103.5.

b) Anwendungsbereich des Medians

Der Median ist
e sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhéltnisskalen,
e nicht sinnvoll fiir Nominalskalen.

Die Begriindung dafiir wurde bereits eingangs des Abschnitts gegeben: Da von der
Moglichkeit der Anordnung Gebrauch gemacht wird, muss (mindestens) eine Ordinal-
skala vorliegen.

* Bei blossen Ordinalskalen ist die Durchschnittsbildung streng genommen nicht erlaubt, doch sehen
wir hier dartiber hinweg. In der Literatur findet man auch andere Moglichkeiten, dieses (kleine)
Problem zu meistern.
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Bei Intervall- und Verhéaltnisskalen ist zwar der Durchschnitt das haufigste Lagem-
ass. Manchmal ist aber auch hier der Median vorzuziehen. Er ist namlich gegeniiber
so genannten Ausreissern viel weniger empfindlich als der Durchschnitt. (Unter einem
Ausreisser versteht man einen extrem hohen oder niedrigen Wert in einer Reihe sich
sonst wenig unterscheidenden Werte.) Betrachten wir etwa die Daten

12, 14, 14, 16,20 bzw. 12, 14, 14, 16, 2000,

so ist der Median in beiden Fallen derselbe, die Durchschnitte unterscheiden sich aber
sehr stark.

Zur weiteren Illustration betrachten wir die (fiktiven) Einkommensverhéltnisse von
101 Personen: 30 Personen verdienen je 3000.—, 50 Personen je 4000.—, 20 Personen je
5000.— und eine Person verdient 1000000.—. Der Median ist der 51. Wert in der geord-
neten Folge, es ist somit & = 4000. (Dabei haben wir in Gedanken die Einkommen der
Grosse nach geordnet: Zuerst steht dreissigmal die Zahl 3000, dann kommt fiinfzigmal
die Zahl 4000, usw.) Das arithmetische Mittel z = 13762.38 liefert hier offensichtlich
einen ganz falschen Eindruck.

c¢) Die Daten sind zu Klassen gruppiert

Als Beispiel betrachten wir die Daten von (2.2.2.4). Diesen Angaben kénnen wir
nun, da sie in Klassen zusammengefasst sind, nur noch entnehmen, dass sowohl der 25.
als auch der 26. Wert in der Klasse “101 bis 105” (genauer “100.5 bis 105.5”) liegt. Die
einfachste Losung besteht darin, diese Klasse als Medianklasse zu bezeichnen und es
dabei bewenden zu lassen.

Man kann auch etwas raffinierter vorgehen. Dazu betrachten wir das Histogramm
der zugehorigen Haufigkeitsverteilung:

abs. H.T rel. H. .
201 0.4 Halbe Fléiche | Halbe Fléache
15+ 0.3 N\ | v
101 0.2 :
5+0.1 i
ol —fF——F i -
85.5 90.5 95.5 100.5 Z 105.5 110.5 115.5 120.5

Da der Flacheninhalt der einzelnen Balken ein Mass fiir die zugehorigen Haufigkei-
ten ist, kann man den Median als jene Zahl & bezeichnen, welche die Eigenschaft hat,
dass die durch sie gelegte Parallele zur Ordinate den Flacheninhalt des Histogramms
halbiert.

In unserm Beispiel sieht der Prozess zahlenmassig so aus: Die ersten drei Klassen
enthalten zusammen 15 Kiiken, die letzten drei enthalten 17 Kiiken. Wir miissen also
die mittlere Klasse (mit 18 Kiiken) “gerecht” auf die linken drei bzw. die rechten drei
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Klassen verteilen, namlich 10 Kiiken nach links und 8 nach rechts. Wir teilen also die
Klasse “100.5 bis 105.5” mit der Breite 5 im Verhéltnis 10 : 8. Um den Median & zu
finden, addieren wir % der Klassenbreite 5 zum linken Randpunkt 100.5 und erhalten

10
z = 100.5 + ITh 5 =103.28 .

Wir verzichten darauf, die Methode in eine allgemeine Formel zu kleiden.

Das eben beschriebene Vorgehen lasst sich in natiirlicher Weise idealisieren. Ersetzen
wir ndmlich das Histogramm im Sinne von (2.2.2.5) durch eine glatte Kurve, so kénnen
wir auch hier z durch die Bedingung definieren, dass die Senkrechte durch z die Flache
unter der Kurve halbiert.

Halbe Flache Halbe Flache

p v

:
i
!
!
!
!
|

z

Der Median 7 lasst sich auch aus der Kurve der (idealisierten) Summenhéaufigkeit
ablesen, indem man von der 50%-Marke nach rechts bis zur Kurve und dann senkrecht
nach unten geht.

100% - —-—-———~-—~-=

50% - — - —

0%

I

|

I

|
i

In (2.2.2.8) ist eine analoge Uberlegung (allerdings fiir 80% statt fiir 50%) bereits durch-
gefithrt worden.

d) Ergénzung

Ohne detaillierte Erlauterungen sei hier noch auf einige weitere Masszahlen hingewiesen, die mit
dem Median verwandt sind. Dieser gibt die Mitte der geordneten Messreihe an, analog markiert das
untere bzw. obere Quartil die beiden “Viertel-Positionen”. Somit sind 25% der Werte kleiner als das
untere Quartil. Statt 25% kann man natiirlich auch einen andern Prozentsatz nehmen: Wenn p eine
Zahl mit 0 < p < 1 ist, dann ist das p-Quantil dadurch definiert, dass 100p% der Werte kleiner sind.
Das 0.75-Quantil beispielsweise ist also dasselbe wie das obere Quartil.

Im Fall der Kiiken (Beispiel 2.2.2.3.A) ist das untere Quartil der 13. Wert von unten, also 99, das
obere Quartil der 13. Wert von oben, namlich 107. Diese Zahlen lassen sich, zusammen mit andern
wichtigen Daten, in einem so genannten Boxplot darstellen.



2.2.3.6 Die Variationsbreite und der Interdezilbereich 39

85 90 95 100 105 110 115 120

Der “Kasten” reicht vom untern bis zum obern Quartil, also iiber 50% der Werte, die beiden Stre-
cken beginnen beim kleinsten, bzw. enden beim grossten Wert. Jede deckt 25% der Werte ab. Die
durchgezogene Linie im Kasten gibt den Median, die gestrichelte das arithmetische Mittel an.

(2.2.3.5) Der Modus

Als Modus (Synonyme: Modalwert, Dichtemittel) bezeichnet man jeden Wert, der
am haufigsten auftritt. In der Wertereihe

10, 10, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 13, 14
kommt der Wert 11 am héufigsten vor und ist deshalb der Modus.
Die Reihe
10, 10, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 13, 13, 14
hat zwei Modi, namlich 11 und 13.
Im Beispiel 2.2.2.3.A der Kiiken ist der Modus = 103.

Der Modus ist sicher fiir Ordinal-, Intervall- und Verhéltnisskalen sinnvoll, man
kann ihn aber sogar auf Nominalskalen anwenden, wie das folgende Beispiel zeigt: Im
Zircher Kantonsrat gilt in der Legislaturperiode 2023-2027 die folgende Sitzverteilung
(Zahlen vom Wahlabend vor Parteiwechseln):

AL 5, EDU 3, EVP 7, FDP 29, Griine 19, Griinliberale 24, Die Mitte 11, SP 36
SVP 46.

Der Modus liegt hier bei der SVP.

(2.2.3.6) Die Variationsbreite und der Interdezilbereich

Wir kommen nun zu den bereits am Schluss von (2.2.3.2) vorgestellten Streuung-
smassen. Das einfachste Streuungsmass ist die Variationsbreite (Synonym: Spannweite).
Sie ist als Differenz zwischen dem grossten und dem kleinsten Wert definiert. Im Fall
der Kiiken aus (2.2.2.3) ist sie gleich 119 — 87 = 32. Diese Variationsbreite ist dusserst
einfach zu berechnen. Sie hat den Nachteil, dass die zwischen den Extremen liegenden
Werte iiberhaupt nicht beachtet werden; ferner ist sie sehr empfindlich gegeniiber Aus-
reissern.

Diese Abhéngigkeit von Ausreissern kann man dadurch vermindern, dass man
bei der Berechnung der Variationsbreite die kleinsten und die grossten Werte nicht
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berticksichtigt. Lésst man auf beiden Seiten der nach der Grosse geordneten Folge der
Werte jeweils 10% der Gesamtzahl der Beobachtungen weg und berechnet die Differ-
enz zwischen dem jetzt giiltigen grossten bzw. kleinsten Wert, so erhalt man den so
genannten Interdezilbereich. Im Beispiel der Kiiken (mit n = 50) sind also jeweils 5
Beobachtungen wegzulassen. Der kleinste iibrig bleibende Wert ist dann 96, der grosste
110, so dass der Interdezilbereich gleich 110 — 96 = 14 ist. Natiirlich gibt es auch die
Moglichkeit, statt 10% einen anderen Prozentsatz zu verwenden.

Bei diesen Verfahren werden Differenzen gebildet (und auch die Grossenordnung
wird beniitzt), so dass eine Intervall- oder eine Verhéltnisskala vorhanden sein muss.

(2.2.3.7) Die Varianz und die Standardabweichung

a) Einleitende Betrachtungen

Die wichtigsten Streuungsmasse sind die Standardabweichung und ihr Quadrat,
die Varianz. Da diese Masse auf dem arithmetischen Mittel basieren, sind sie nur fiir
Intervall- und Verhaltnisskalen sinnvoll.

Wir stellen zuerst einige allgemeine Betrachtungen an. Wenn n Beobachtungen mit
den Werten z1,...,x, vorliegen, dann kénnen wir geméss (2.2.3.3) das arithmetische

Mittel
1 n
1=

bilden. Die Abweichungen der einzelnen Daten vom Durchschnitt sind gegeben durch
die Differenzen

Man koénnte nun versucht sein, die Summe dieser Abweichungen als Mass fiir die Streuung
zu verwenden. Dies ist aber nicht sinnvoll, weil diese Summe immer = 0 ist, denn
(x1—Z)+ (x2—2)+ ...+ (x, — T) =21 + 22+ ... + x, — nT = 0 nach Definition von
Z. Die Abweichungen sind eben teils positiv, teils negativ und heben sich auf.

Dies dndert sich, wenn man die Absolutbetrage |z; — Z| betrachtet. In der Tat ist

1 n
- Z lz; — Z|
=1
ein Streuungsmass, die mittlere absolute Abweichung, das aber nur selten gebraucht wird, u.a. deshalb,

weil der Umgang mit Absolutbetridgen etwas mithsam ist.

Man schafft die Vorzeichen der Differenzen lieber auf andere Weise weg*, indem man
quadriert und (z; — Z)? betrachtet. Fiir die Summe dieser Quadrate der Abweichungen

* Bei der Methode der kleinsten Quadrate (23.7) im ersten Band wird analog vorgegangen.
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ist die Bezeichnung SS,, iiblich (SS steht fiir Sum of Squares; die Indizes zz haben
nichts mit partiellen Ableitungen (23.4) aus dem ersten Band zu tun), es ist also

n

SSpa =Y (w; =)

=1

Zur Berechnung von SSyzz sind folgende Umformungen niitzlich®. Es ist
SSupz = (1 — )2 + ...+ (zn — T)2

:(x%—23615:—1—562)—}-...—1—(38%—2xnfc+§f2)

n n
= Zm%—2§:2wi—|—n§c2.
=1 =1

Nun ist aber 7' ; z; = nZ, und durch Einsetzen finden wir
n n
SSzx = Zx? — 2% -nZ +nxl = Zx%—ni2 ,
=1 =1
oder, wenn statt nZ wieder Y ;| x; eingesetzt wird,
n ) 1 n 2
SSxx = le — n(Zmz> .
i=1 =1
Diese Formeln sind bequem, weil man nicht n Differenzen x; —Z berechnen muss, vgl. Beispiel 1. weiter
unten.

b) Definition

Nun kommen wir endlich zur Definition der Varianz, welche mit s? bezeichnet wird:

1
s? = SSez .
n—1

Diese Definition ist nur fiir n > 1 sinnvoll. Die Wahl von n— 1 (und nicht n) als Nenner
konnen wir spéter in (8.2.6) begriinden. Fiir den Moment ist es am besten, die obige
Formel einfach als Definition zu akzeptieren.

Da fiir S5, verschiedene gleichwertige Ausdriicke zur Verfiigung stehen, hat man
fiir die Varianz die folgenden drei Formeln zur Auswahl:

n

1
2 N2
s—n_lg(acZ z)°,

i=1

1 " -
Szzn_1<;$?—nfﬂ2>,

1 - 1 2
#= (e

=1

* Eine dhnliche Rechnung finden Sie am Schluss von (23.7) im ersten Band.
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Die Bezeichnung s? wurde deshalb gewiihlt, weil man hiufig nicht die Varianz,
sondern ihre Quadratwurzel s betrachtet, welche Standardabweichung genannt wird. In
Formeln ausgedriickt ist

1 n
_ )2
s = n—lg(xl z)?.

=1

Es kann auch eine der oben angegebenen Varianten verwendet werden. Beachten Sie,
dass geméss der iiblichen Konvention, (26.3.c.4) im ersten Band, das Wurzelzeichen
stets die positive Wurzel bedeutet.

Einer der Griinde dafiir, dass man die Standardabweichung statt der Varianz ge-
braucht, ist der folgende: Die Standardabweichung hat dieselbe Dimension wie die ge-
gebenen Daten, die Varianz aber nicht. Wenn beispielsweise die z; in cm gemessen
werden, dann hat s? die Dimension cm?, aber s hat wieder die Dimension cm.

c) Beispiele

1. Als einfache konkrete Anwendung einer der Formeln fiir s? betrachten wir die fiinf
Werte
l‘l:5,1’2:6,$3:6,$4:8,IE5:10.

Nun stellen wir folgende Tabelle auf:

) 25
6 36
6 36
8 64
10 100
35 261

Wir lesen die Summen ab: Z?Zl x; = 35, Zle r? = 261 und finden mit n = 5
und unter Verwendung der letzten Formel fiir s2:

2=1 ix2—1<ix->2 ~ Yogr = Ligm2) = Lio61 - 2a5) = 4
A\&= s\ 4 5 A '

=1

Es folgt, dass die Varianz s> = 4 und die Standardabweichung s = 2 ist. X

Der Vorteil der eben verwendeten Formel fiir s2 ist der folgende: Wenn weitere Werte x; hinzukom-
men oder wenn einer dieser Werte abgeéndert werden muss, dann sind auch die Summen Y 1, x;
und Z?:l x% schnell angepasst. Wiirde man dagegen mit der urspriinglichen Form von SSgzg,
also mit SSzz = Y11 (x; — 7)? arbeiten, so miissten neben Z auch alle n Differenzquadrate
(z; — Z)2 neu berechnet werden.
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2. Fiihrt man dieselbe Rechnung fiir das Beispiel 2.2.2.3.A der Kiiken durch, so erhalt
man s = 6.3662. X

d) Bildung der Varianz bei zu Klassen gruppierten Daten

Wie in (2.2.3.3.d) gehen wir davon aus, dass die zu untersuchenden Werte in k
Klassen aufgeteilt sind. Mit H; bezeichnen wir die Anzahl der Messwerte in der i-ten
Klasse, mit z; die Klassenmitte dieser Klasse (i = 1,..., k). In Ermangelung genauerer
Information ordnen wir jedem Objekt, das in der i-ten Klasse liegt, den Wert x; zu, der
somit H;-mal angenommen wird. Dies fiithrt zu folgenden Formeln:

1 & 1 k 1 /< 2
2 —\2 2
— N Hi(w, - 7)° = §H,--<§ H) .
’ n_lizl (v =) n_1<i=1 . N3 v )

Dabei ist n die Gesamtzahl der Untersuchungsobjekte (n = Zle H;); der Durchschnitt
T wird geméss (2.2.3.3.d) bestimmt. Der Ubergang von der ersten zur zweiten Formel

geht ganz dhnlich wie die entsprechende, in (2.2.3.7.b) oben vorgenommene Umformung
im Fall von SS,..

Als Beispiel verwenden wir die gruppierten Daten von (2.2.3.3) und stellen die
folgende Tabelle auf:

88 2 176 15488
93 3 279 25947
98 10 980 96040
103 18 1854 190962
108 12 1296 139968
113 4 452 51076
118 1 118 13924
Summe 50 5155 533405

Setzen wir (mit n = ZZ:1 H; = 50) die Summen

7 7
> Hix;=5155 und Y Hiz? = 533405
i=1 i=1
in die obige Formel ein, so finden wir
1 1
2 2
= — (533405 — — - 5155%) = 39.2755 .
<= 1 50 )
Fiir die Standardabweichung s ergibt sich s = 6.267. Natiirlich differiert dieser Wert
etwas von dem in Beispiel 2. von (2.2.3.7.c) ermittelten.
Das obige Beispiel betraf ein stetiges Merkmal. Die Formel kann aber auch auf

diskrete Merkmale angewandt werden, wenn wie am Schluss von (2.2.3.3.d) die Werte
x; mit ihren Haufigkeiten H; gegeben sind.
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e) Weitere Bemerkungen

e Viele Taschenrechner haben eingebaute Routinen, welche den Durchschnitt, die
Standardabweichung und die Varianz berechnen (vgl. (2.2.3.3.b)). Dabei muss
man allerdings kontrollieren, ob die Definition dieser Grossen mit der hier geg-
ebenen iibereinstimmt; der Unterschied liegt im Nenner, der bei uns gleich n — 1,
an manchen Orten aber gleich n ist. Bei vielen Rechnern sind die entsprechenden
Tasten mit bzw. mit oder ahnlichen Symbolen bezeichnet.

e In diesem Zusammenhang sei noch vorausblickend erwahnt, dass wir in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ebenfalls eine “Varianz” definieren werden, die dort mit o2
bezeichnet wird (vgl. Kapitel 5). Ferner schreibt man p fiir das Analogon zu Z.
Unter gewissen Annahmen gilt dann die Formel

=1

wo im Nenner n und nicht n — 1 steht. Es gilt also, sich hier nicht verwirren zu
lassen. Falls notig, unterscheiden wir die statistische (oder empirische) Varianz
bzw. Standardabweichung einerseits und die wahrscheinlichkeitstheoretische Va-
rianz bzw. Standardabweichung anderseits.

e Eine weitere oft gebrauchte Grosse ist der Standardfehler sz. Die genauere Bes-
prechung verschieben wir auf die beurteilende Statistik in Kapitel 8 und erwahnen

B lexl—x
a n—l

(2.2.3.8) Zur Bedeutung der Standardabweichung

hier nur die Definition:

Aus dem téaglichen Leben haben wir eine gute Vorstellung davon, was unter dem
Durchschnitt z einer Anzahl von Daten zu verstehen ist. Eine derartige Vorstellung fehlt
aber zumindest am Anfang fiir die Standardabweichung. Von der Definition her ist zwar
klar, dass eine Verteilung mit einer grossen Standardabweichung breiter gestreut ist als
eine solche mit einer kleinen. Diese Aussage ist aber eher qualitativ, und man mochte
auch gerne eine zahlenmassige Interpretation haben. Dazu kann die folgende Faustregel
verhelfen:

Wenn die Verteilung glockenformig und symmetrisch ist, dann liegen

e im Bereich von Z — s bis T 4+ s ungefdhr 68% aller Werte (also etwa 2/3),
e im Bereich von & — 2s bis T + 2s ungefahr 95% aller Werte.
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Nehmen wir als Beispiel einmal mehr unsere Kiiken. Weiter oben wurden x =
102.96 und s = 6.36 berechnet. Wir setzen gerundet

T—s=97,2+s=109, Z—2s=90, T+ 2s=116.

Im Intervall [97, 109] miissten nach der Faustregel 68% von 50, also 34 Messwerte
liegen; Abzahlen liefert in unserm Beispiel 37 Messwerte. Entsprechend erwarten wir
im Intervall [90, 116] 48 Werte, und in der Tat liegen genau so viele darin.

Die obigen Prozentangaben sind bis auf praktische Rundungen exakt, wenn die
Verteilung eine Normalverteilung ist (vgl. (5.10.4) - (5.10.7)). Diese Voraussetzung
trifft in vielen praktischen Féllen wenigstens ndherungsweise zu (siche auch in (7.2)
“Zentraler Grenzwertsatz” ).

(2.00) Aufgaben

2—1 Geben Sie bei den folgenden Merkmalen an, ob sie qualitativ, quantitativ und stetig bzw.
quantitativ und diskret sind.
a) Lénge des Fusses eines Menschen, b) Schuhnummer dieser Person, c¢) Farbe des Schuhs,
d) Preis des Schuhs, e) Gewicht des Schuhs, f) Form des Absatzes.

2—2 Zu welcher Skala gehoren die folgenden Merkmale?
a) Riickennummer eines Fussballspielers, b) Rang des Teams in der Meisterschaft, ¢) Effektive
Dauer des Fussballspiels, d) Anzahl Zuschauer, ¢) Hohe des Fussballplatzes geméss Landkarte,
f) Lange des Fussballfeldes.

2—3 In der folgenden Geschichte kommen fettgedruckte Zahlen vor. Legen Sie in jedem Fall fest, zu

welcher Skala (Nominal-, Ordinal-, Intervall- oder sogar Verhéltnisskala) diese Zahl gehoért. In
unklaren Fallen ist Diskussion erwiinscht.
Frau X., wohnhaft an der Rechnerstrasse 7 in 3141 Piwil, bestieg am 27. Juli auf Gleis 14
einen Wagen 1. Klasse des Zugs Nr. 708, fahrplanméssige Abfahrtszeit 703, der mit 4 Minuten
Verspatung abfuhr. Bald danach erstand sie sich fiir Fr. 5.— (inkl. Trinkgeld) an der Minibar
eine Zwischenverpflegung (der Kaffee war ihr mit seinen 75° zunéachst zu heiss) und las im Heft
Nr. 13 ihrer Lieblingszeitschrift. Die Zeit verging wie im Fluge, und ehe sie sich’s versah, hatte
der Zug die 129 Kilometer zwischen Ziirich und Bern zuriickgelegt.

2—4 Zwanzig Studentinnen und Studenten absolvierten eine Priifung, in welcher maximal 12 Punkte
erzielt werden konnten und erreichten dabei die folgenden Resultate:

6, 8, 3, 10, 1, 12, 3, 12, 7, 5, 10, 9, 6, 6, 11, 7, 6, 10, 9, 7.
a) Zeichnen Sie das Stabdiagramm.
b) Stellen Sie die Summenhéaufigkeitsverteilung graphisch dar.
2—5 Bei 24 Personen ergaben sich folgende, auf 0.5 cm genau gemessene, Korpergrossen:

182.0 176.0 191.0 173.5 183.0 1v8.0 179.0 174.5
184.5 174.0 180.5 174.5 178.5 169.0 178.5 168.5
179.0 177.0 1725 171.0 176.5 167.0 175.0 175.0

a) Zeichnen Sie das zugehorige Histogramm fir eine Klassenbreite von 2 cm, beginnend
mit der Klasse (166.25,168.25].

b) Stellen Sie die Summenhéaufigkeitsverteilung bezliglich der in a) angegebenen Klassen-
einteilung graphisch dar.
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2.2.3. Statistische Masszahlen

¢) Zeichnen Sie das Histogramm fiir eine Klassenbreite von 4 cm, beginnend mit der Klasse
(164.25,168.25]. Andern Sie den Massstab der Ordinate gegeniiber a) gemiss (2.2.2.4).
Bestimmen Sie das arithmetische Mittel und den Median der folgenden Messdaten:

2.5, 1.8, 3.0, 2.2, 2.9, 1.9, 2.3, 2.6.

Berechnen Sie zu den Daten der Aufgabe 2—4 a) Durchschnitt, b) Median, ¢) Modus,
d) Interdezilbereich, e) Varianz, f) Standardabweichung.

Gegeben sind die ganzzahligen Daten 20, 30, 22, 25, 23, 25, U, wobei U leider unleserlich ist.
Welche Werte kommen fiir den Median dieser Daten in Frage?

In einer Ortschaft wurde die Kinderzahl von Familien untersucht. Es fanden sich 120 Familien
ohne Kinder, 200 mit einem Kind, 220 mit zwei, 150 mit drei, 40 mit vier, 6 mit fiinf und eine
Familie mit acht Kindern.

a) Zeichnen Sie das zugehorige Stabdiagramm.

b) Berechnen Sie Durchschnitt, Median und Varianz.

Bei einer Wagung von 36 Hihnereiern wurden die folgenden Gewichtsklassen (Gewichte in
Gramm) gebildet:

[58,61], (61,64], (64,67], (67,70], (70,73], (73,76], (76,79].

Auf diese Klassen entfielen der Reihe nach 4, 4, 8, 10, 7, 1, 2 Eier.
a) Zeichnen Sie das Histogramm.
b) Berechnen Sie Durchschnitt, Median und Varianz.

Eine idealisierte Summenhé&ufigkeitsverteilung ist im Intervall [0,2] durch die Funktion F(z) =
T — ixQ gegeben. Skizzieren Sie den Graphen und berechnen Sie den Median dieser Verteilung.

Ein idealisiertes Histogramm eines stetigen Merkmals sei durch die Funktion
£:00,1] = R, f(z) = 4(e - %)

gegeben. Zeichnen Sie den Graphen und berechnen Sie den Median dieser Verteilung.

Die Zahlen z1,z9,...,xn seien gegeben. Gesucht ist die Zahl z, fiir welche der Ausdruck
S (z; — )2 minimal wird.

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g(z) = >/~ |z; — 2|, und bestimmen Sie ihr Minimum
a) fir x4 =1, 29 =2, z3 =4 und b) fir 1 =1, 29 = 2, 3 =4, x4 = 6. Suchen Sie einen
Zusammenhang mit dem Median.



