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9. TESTEN VON HYPOTHESEN

9.1. PHILOSOPHIE HINTER DEN TESTS

(9.1.1) Uberblick

Ein statistischer Test dient dazu, zu entscheiden, ob man aufgrund
einer Stichprobe eine bestimmte Annahme iiber die Grundgesamtheit wi-
derlegen oder bestéatigen kann. Diese Annahme nennt man auch die Null-
hypothese (abgekiirzt Hy), ihr Gegenteil ist die Alternativhypothese Hy .| (9.1.4)
Ein solcher Test hat zwei mogliche Ergebnisse: (9.1.6)

1. Man lehnt Hy ab und akzeptiert H; . Bei diesem Entscheid kann man
sich aber irren (Fehler 1. Art). Immerhin ist die Wahrscheinlichkeit | (9.1.9)
dafiir, eine richtige Hypothese filschlicherweise abzulehnen, bekannt;
sie ist hochstens gleich der so genannten Irrtumswahrscheinlichkeit
(oder Signifikanzniveau) «. (9.1.5)

2. Es besteht aufgrund der Daten kein Anlass, Hgy zu verwerfen. Dies
ist aber noch kein Beweis fiir die Richtigkeit von Hy.

Eine Ablehnung von H erfolgt dann, wenn sich aufgrund der Daten
ein Resultat ergibt, das bei richtiger Nullhypothese sehr unwahrscheinlich
ist. Konkret kommt dies so zustande, dass eine aus den Daten bestimm-
te Zahl, die Testgrosse, im so genannten Verwerfungsbereich liegt, der in
Abhéngigkeit von der Irrtumswahrscheinlichkeit o bestimmt wird, wobei
oft @ = 5% gesetzt wird; die Werte o = 1% oder 0.1% kommen ebenfalls
vor. (9.1.5)

Je nach Fragestellung kann man einen Test ein- oder zweiseitig durch-
fithren. (9.1.8)

(9.1.2) Einleitung

Neben dem in Kapitel 8 besprochenen Schatzen von Parametern besteht eine zweite
Grundaufgabe der beurteilenden Statistik im Testen von Hypothesen. Es geht dabei all-
gemein gesagt (Einzelheiten folgen sogleich) darum, unter Verwendung einer Stichprobe
eine gewisse Annahme iiber die Grundgesamtheit zu widerlegen oder zu bestéatigen.

Die hierbei angewandten Methoden nennt man statistische Tests. Nun ist es so,
dass es sehr viele derartige Testverfahren gibt, von denen man in der Praxis je nach der
konkreten Fragestellung und der bereits vorhandenen Information iiber die Grundge-
samtheit ein geeignetes auswahlt. Es kann hier aber nicht darum gehen, moglichst viele
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statistische Tests zu besprechen. Vielmehr soll in den folgenden Kapiteln das Arbeiten
mit solchen Tests anhand von zwei wichtigen Beispielen, dem t-Test und dem x2-Test
(die jeweils in mehreren Variationen auftreten), erlautert werden. Danach sollten Sie in
der Lage sein, allgemeine Begriffe wie “Nullhypothese” oder “Signifikanzniveau” prob-
lemlos zu gebrauchen und auch weitere Testverfahren, wie man sie in der Literatur
findet, anzuwenden.

Es ist nun so, dass der Grundgedanke, der hinter diesen statistischen Tests steckt,
eigentlich recht einfach ist. In den spater zu besprechenden Verfahren wird er aber
durch komplizierte Formeln und umfangreiche Tabellen etwas verschleiert. Wir wollen
deshalb diese Grundidee in diesem Teil an sehr einfachen und iiberblickbaren Beispielen
erlautern und erst in den folgenden Teilen und Kapitel 10 die fiir die Praxis wichtigen
Verfahren besprechen. Wir beginnen mit einigen allgemeinen Betrachtungen.

(9.1.3) Allgemeines iiber statistische Tests

Wie bereits erwahnt, dienen statistische Tests zur Untersuchung von Hypothesen.
Solche Hypothesen sind nichts anderes als Vermutungen, iiber deren Richtigkeit (oder
Falschheit) man Bescheid wissen mochte. Sie kénnen in vielerlei Gestalten auftreten,
wie die folgenden, beliebig vermehrbaren Beispiele aufzeigen.

1. Morgen wird es regnen.
2. Glihbirnen der Marke MEGAHELL brennen langer als jene der Marke TURBOGRELL.

3. Dieser Wiirfel ist “ausgewogen”, d.h., alle sechs Augenzahlen treten mit derselben
Wahrscheinlichkeit auf.

4. Das Préaparat XY senkt den Blutdruck.

Typisch an diesen Hypothesen ist, dass man sie nie mit Sicherheit bejahen oder
verneinen kann. Im Fall der Hypothese Nr. 1 (Wetter) kann man zwar nachtriglich
feststellen, ob es geregnet hat oder nicht, aber im Voraus lésst sich die Frage nicht mit
absoluter Sicherheit beantworten. Um im Fall der Hypothese Nr. 2 (Glithlampen) eine
verbindliche Antwort zu erhalten, miisste man die gesamte Produktion untersuchen, was
aus praktischen Griinden nicht moglich ist. Man ist also auf Stichproben angewiesen,
und im Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit liegt ein Unsicherheitsfak-
tor.

Man hatte nun gerne irgendwelche Kriterien, die es ermoglichen, zu entscheiden, ob
man eine bestimmte Hypothese annehmen oder ablehnen soll. In manchen Fallen wird
man dies einfach dadurch tun, dass man sagt, aufgrund des “gesunden Menschenver-
standes” sei die Antwort offensichtlich. In andern Situationen, vor allem dann, wenn
zahlenmassige Daten vorliegen, muss man rechnerische Methoden anwenden, namlich
die hier zur Diskussion stehenden statistischen Tests.
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Es ist nun wichtig, zu realisieren, dass man sich bei einem solchen Entscheid immer
auch irren kann, und zwar nicht nur, wenn man gefithlsmaéssig entschieden hat, sondern
auch bei Anwendung von statistischen Tests, also von rechnerischen Verfahren (auch
wenn sie auf einem Computer laufen). Man kann eine Hypothese ablehnen, obwohl sie
richtig war; ebenso ist der umgekehrte Fall moglich. Man sollte sich also hiiten zu sagen,
diese oder jene Behauptung sei statistisch bewiesen.

Das folgende recht schlichte Beispiel versucht zu zeigen, mit welchen Uberlegungen
eine Hypothese angenommen oder abgelehnt wird und wieso Fehler vorkommen konnen.
Es wird sich spéater zeigen, dass das verwendete Denkschema auch bei den eigentlichen
statistischen Tests dasselbe ist.

Beispiel 9.1.3.A

Ich fahre mit meinem Freund in seinem Auto. Er sagt zu mir: “Schalte bitte Radio
DRS 3 ein; Taste 1, glaube ich.” (Mein Freund stellt also die Hypothese auf, Taste 1 auf
dem Autoradio sei mit DRS 3 belegt.) Ich driicke die besagte Taste — und es erklingt
ein Léndler. Natiirlich sage ich jetzt: “Du, das ist wohl nicht DRS 3!” (Mit andern
Worten, ich lehne die Hypothese ab.) Mein Argument ist natiirlich, dass DRS 3 wohl
kaum Lé&ndler bringt. Immerhin ist meine Behauptung nicht absolut sicher; durch das

Zusammentreffen irgendwelcher mysterioser Umstande konnte ja auch DRS 3 einmal
Landler spielen. Im Hinblick auf spater kann man sagen, dass ich zwar die Hypothese
ablehne, dass ich mich dabei aber irren kann.

Hétte mein Kollege aber die Hypothese “Taste 1 = DRS 17 aufgestellt, so héatte der
Landlerklang sicher keinen Anlass dafiir gegeben, diese zweite Hypothese abzulehnen,
aber — und auch dies ist wichtig — er wéare auch kein Beweis dafiir gewesen, dass sie
richtig ist, denn es gibt wohl auch andere Sender, die Landler spielen. X

Da man sich also beim Entscheid fiir oder gegen eine bestimmte Hypothese irren
kann, stellt sich die Frage, wie wahrscheinlich denn ein Irrtum sei. Hier zeigt sich
nun ein wesentlicher Vorteil der rechnerischen “statistischen Tests” gegeniiber einem
“gefithlsmassigen Entscheid”. Ein solcher Test erlaubt es namlich, die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlentscheids anzugeben. Man kann dann etwa sagen: “Ich lehne die
Hypothese ab, und die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ich mich irre (d.h., die Hypothese
falschlicherweise ablehne) ist héchstens 5%”.

Wir werden diesen letzten Punkt in (9.1.4.h) an einer Fortsetzung des obigen Bei-
spiels illustrieren. Zunachst wollen wir aber die Uberlegungen, die hinter den rechne-
rischen statistischen Tests stehen, an Beispielen erldutern.
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(9.1.4) Ein erstes Beispiel

Beispiel 9.1.4.A

a) Fragestellung und Hypothesen

Ich nehme eine Miinze aus meinem Portemonnaie und behaupte, sie sei “ausge-
wogen”, d.h., beim Werfen hétten “Kopf” und “Zahl” dieselbe Chance. Aufgrund der
Symmetrie der Miinze leuchtet dies auch ein. Immerhin wire es aber denkbar, dass sie
eine versteckte Unregelmassigkeit aufweisen konnte, die den Ausgang verfélschen wiirde.

Es stehen sich also zwei Hypothesen gegeniiber, die wir mit Hy und H; abkiirzen
wollen:

Hy: Die Miinze ist ausgewogen.

‘H1 : Die Miinze ist nicht ausgewogen.

b) Priifung der Hypothesen und Entscheidungsregel

Diese Hypothesen priifen wir mit einem einfachen “Experiment”: Wir werfen die
Miinze einige Mal, z.B. — wie wir hier annehmen wollen — 16-mal. Auch bei einer
ausgewogenen Miinze (also wenn Hy wahr ist), erwarten wir aber kaum, dass genau
achtmal “Kopf” und achtmal “Zahl” herauskommen wird. Ein Ergebnis von siebenmal
“Kopf” und neunmal “Zahl” wird uns daher wohl schwerlich an der Richtigkeit von Hy
zweifeln lassen. Sind aber unter den 16 Wiirfen nur drei “Kopfe”, so haben wir das
Gefiihl, mit dieser Miinze stimme etwas nicht; wir werden die Hypothese Hy ablehnen.
Denselben Schluss wiirde man selbstverstandlich ziehen, wenn die Anzahl der “Kopfe”
noch kleiner ware. Dies fiihrt auf folgendes Kriterium:

Wenn die Anzahl der “Kopfe” < 3 ist, dann lehnen wir Hy ab und akzeptieren H;

Aus Symmetriegriinden sind wir aber gezwungen, dieselbe Schlussfolgerung auch
dann zu ziehen, wenn die Anzahl der “Zahlen” < 3, d.h die Anzahl der “Kopfe” > 13
ist. Zusammenfassend erhalten wir die folgende Entscheidungsregel:

Wenn die Anzahl der “Kopfe” < 3 oder > 13 ist, dann lehnen wir die Hypothese Hy
ab und akzeptieren die Hypothese H; .
Unser Entscheid lautet dann: Die Miinze ist nicht ausgewogen.

Wir stellen das Ganze noch graphisch dar:

[ | | | | | | | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12|13 14 15 16

Hg ablehnen Hg nicht ablehnen Hp ablehnen

Der eingerahmte Bereich heisst Verwerfungsbereich, kritischer Bereich oder Ablehnungs-
bereich.
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c¢) Wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen

In der Wahl des Verwerfungsbereichs steckt zunachst noch reine Willkiir. Es ist
zwar verniinftig, dass er symmetrisch auf beide Enden der Skala verteilt ist, aber es
besteht kein einleuchtender Grund dafiir, warum die Grenzen bei 3 und 13 und nicht
z.B. bei 4 und 12 liegen sollen. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man
nun aber die Wahl der Grenzen néher untersuchen.

Dazu formulieren wir unsere beiden Hypothesen Hy und H; etwas um. Es sei p die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Wurf “Kopf” erscheint. Dann lauten unsere
Hypothesen einfach so:

HO = % ’
H1 - p 7£ % .
Von jetzt an nennen wir Hy auch die Nullhypothese, H; die Alternativhypothese.

Wir fiithren jetzt unser “Experiment” durch und werfen die Miinze 16-mal. Die
Anzahl der auftretenden “Kopfe” ist eine Zufallsgrosse, die wir mit X bezeichnen und
die Werte 0, 1, 2, ..., 15, 16 annehmen kann. Da die einzelnen Wiirfe unabhangig
voneinander erfolgen, gehorcht X einer Binomialverteilung (4.2.2) mit dem Parameter
n = 16. Fir die weiteren Untersuchungen nehmen wir an, die Nullhypothese Hg sei
richtig. Somit gilt fiir die anderen Parameter p, ¢ der Binomialverteilung, dass p = ¢ = %
ist. Die tibliche Formel fiir die Wahrscheinlichkeiten (vgl. (4.2.2)) liefert

P(X =k) = <1/f>(%)k(%)16_k — (1:) (%)16, k=0,1,2,...,16.

Mit dieser Formel berechnet man ohne Miihe die folgenden Wahrscheinlichkeiten, wobei
natiirlich die Symmetrie der Verteilung (vgl. (4.2.2)) ausgeniitzt wird:

P(X =0) = P(X = 16) = 0.000015

P(X =1) = P(X = 15) = 0.000244
P(X =2) = P(X = 14) = 0.001831
P(X =3) = P(X = 13) = 0.008545
P(X =4) = P(X = 12) = 0.027771
P(X =5) = P(X = 11) = 0.066650
P(X =6) = P(X = 10) = 0.122192
P(X =7)=P(X = 9)=0.174561
P(X =28) 0.196381.

Durch Addition der Wahrscheinlichkeiten kénnen wir nun sofort die Wahrschein-
lichkeit dafiir ermitteln, dass X im Verwerfungsbereich liegt. Wir bezeichnen dieses
Ereignis kurz mit E. Dann gilt

P(E) = P(X € {0,1,2,3,13,14,15,16}) = 0.02127 .



276 9.1. Philosophie hinter den Tests

d) Statistische Entscheidungen und Irrtumswahrscheinlichkeit

Wir fassen unsere bisherigen Uberlegungen zusammen:

Wenn die Nullhypothese Hg : p = % richtig ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass X im Verwerfungsbereich liegt, sehr klein, ndmlich etwa 2.13%. Das Ereignis
F ist also nicht etwa unmoglich, sondern nur sehr wenig wahrscheinlich.

Wir kénnen nun unsere willkiirlich getroffene Entscheidungsregel etwas naher unter
die Lupe nehmen. Wenn namlich bei der Durchfithrung des Versuchs die Anzahl der
“Kopfe” im Verwerfungsbereich liegt, dann gibt es nur zwei Md6glichkeiten:

1. Die Nullhypothese H ist falsch.
2. Die Nullhypothese H ist richtig, aber es ist ein Ereignis eingetreten, das bei richt-

iger Nullhypothese sehr wenig wahrscheinlich ist. (In unserem Beispiel ein Ereignis
mit der Wahrscheinlichkeit 0.02127.)

In der beurteilenden Statistik entscheidet man sich nun in einer solchen Situation stets
fiir die erste Moglichkeit. Man lehnt also die Nullhypothese ab und akzeptiert damit
die Alternativhypothese.

Noch etwas anders formuliert: Liegt X im Verwerfungsbereich, so schliesst man,
dass Ho falsch ist. Man sagt auch “ich lehne Hy ab” oder “ich verwerfe Hy” und
akzeptiert damit die Alternativhypothese H; .

Allerdings muss man sich dabei klar bewusst sein, dass man sich bei diesem Schluss
irren kann. Wie wir eben gesehen haben, ist es auch moglich, dass Hy richtig ist
(p = 1) und dass trotzdem die Anzahl “Kopfe” im Verwerfungsbereich liegt. In einem
solchen Fall werden wir Hy zu Unrecht verwerfen und somit einen Fehler machen, den
wir bewusst in Kauf nehmen, weil die Wahrscheinlichkeit dafiir sehr klein ist, ndmlich
rund 2.13%. Diese Wahrscheinlichkeit heisst Irrtumswahrscheinlichkeit oder Signifikanz-
niveau und wird gewohnlich mit a bezeichnet.

Man kann sich also, wie eben erwahnt, auch bei einem statistischen Test irren.

? sind somit nicht fir bare Miinze

Aussagen wie “Es ist statistisch bewiesen, dass ...
zu nehmen. Insofern besteht kein Unterschied, ob eine Entscheidung aufgrund eines
statistischen Verfahrens oder auf andere Art getroffen wird. Der grosse Vorteil der
rechnerischen Tests ist aber, dass man die Wahrscheinlichkeit eines falschen Entscheids

zahlenmassig angeben kann, namlich durch die Irrtumswahrscheinlichkeit .

e) Irrtumswahrscheinlichkeit und Verwerfungsbereich

Die oben berechnete Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.02127 héngt natiirlich unmit-
telbar von der Wahl des Verwerfungsbereichs ab. Andern wir diesen, &ndert sich auch
die Grosse a. Dazu zwei Beispiele:
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1) Der Verwerfungsbereich sei wie folgt festgelegt:

Hier betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anzahl X der “Koépfe” im Verwert-
ungsbereich liegt (immer unter der Annahme, dass p = % ist):

P(X €{0,1,2,14,15,16}) = 0.00418  (oder 0.42%) .

2) Fiir den Verwerfungsbereich

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11} 12 13 14 15 16

gilt analog

P(X €{0,1,2,3,4,12,13,14,15,16}) = 0.076812  (oder 7.68%) .

f) Zur Festlegung des Verwerfungsbereichs

In den bisherigen Beispielen haben wir immer zuerst den Verwerfungsbereich an-
gegeben und anschliessend die Irrtumswahrscheinlichkeit bestimmt. In der Praxis ist es
aber gewohnlich umgekehrt: Man gibt sich die (maximale) Irrtumswahrscheinlichkeit
vor und bestimmt anschliessend den dazu passenden Verwerfungsbereich. In der Wahl
dieser Irrtumswahrscheinlichkeit ist man an sich vollkommen frei. Die Person, die den
Test durchfiihrt, muss sich von vornherein entscheiden, mit welchem Wert von « sie
arbeiten will. Natiirlich wird man dieses «, das ja die Wahrscheinlichkeit fiir eine
irrtiimliche Ablehnung der Nullhypothese angibt, umso kleiner wahlen, je schwerwie-
gender die Entscheidung ist, die man aufgrund der Beobachtungen fallen muss.

Ubliche Irrtumswahrscheinlichkeiten (Signifikanzniveaus) sind

(%) a=0.05 oder 5% ,
(% %) a=0.01 oder 1% .
(% % %) a =0.001 oder 0.1% .

Die Sternchensymbole werden gelegentlich als “Qualitatsangabe” verwendet. In
der Biologie ist ein Signifikanzniveau von 5% iiblich und sinnvoll; 0.1% sind hier un-
realistisch.




278 9.1. Philosophie hinter den Tests

Hat man die Wahl von a getroffen, so bestimmt man, wie bereits erwahnt, den
zugehorigen Verwerfungsbereich. In unserem Beispiel, oder allgemein immer dann, wenn
die Grundgesamtheit durch eine diskrete Zufallsgrosse bestimmt ist, wird es normaler-
weise nicht moglich sein, den Verwerfungsbereich so zu wéhlen, dass a genau = 5%
(bzw. 1%, 0.1%) wird (bei stetigen Verteilungen geht dies ohne weiteres, wie wir in
(9.2.3) noch sehen werden). Man behilft sich hier so, dass man den Verwerfungsbereich
moglichst gross wahlt, aber so, dass die zugehorige Irrtumswahrscheinlichkeit gerade
noch kleiner als das gegebene « ist.

Dazu ein kleines Zahlenbeispiel: Wir haben weiter oben drei Verwerfungsbereiche
mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten angegeben:

Vi ={0,1,2,14,15,16}, o= 0.42% ,
Vo ={0,1,2,3,13,14,15,16}, « = 2.13%,
Vs ={0,1,2,3,4,12,13,14,15,16}, o = 7.68% .
Mit « = 5% ist V5 noch zuldssig, nicht aber V3, da die Irrtumswahrscheinlichkeit bei V3

schon 7.68% ist. Wir wahlen also V5 als Verwerfungsbereich. Fir a = 1% wiirden wir
entsprechend V; wahlen.

g) Anzahl der “Ko6pfe” nicht im Verwerfungsbereich

Mit einem Signifikanzniveau o = 5% ist der Verwerfungsbereich gleich
Vo ={0,1,2,3,13,14,15,16} ,

wie wir eben gesehen haben. Fallen also in unserem Experiment in 16 Wiirfen z.B. 2 oder
13 “Kopfe”, so wird man Hg ablehnen, die Miinze also als nicht ausgewogen deklarieren,
wobei aber immer noch ein (wenn auch wenig wahrscheinlicher) Irrtum passieren kann.
Was kann man aber sagen, wenn die Anzahl der “Kopfe” nicht im Verwerfungsbereich
liegt, also beispielsweise 7 oder 12 betragt? Es ware falsch, zu glauben, in diesem Fall sei
Ho bewiesen. Vielmehr ist es einfach so, dass wir aufgrund des Testergebnisses Hy nicht
ablehnen kénnen. Dies bedeutet aber nicht automatisch, dass Hg richtig ist. Auch bei
einer nicht ausgewogenen Miinze (p # %) konnen schliesslich einmal 7 oder 12 “Ko6pfe”
fallen. Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis muss dann aber
fiir jedes p # % separat erfolgen; wir gehen nicht naher darauf ein.

h) Ein Vergleich

Wir vergleichen das jetzt sehr ausfiihrlich behandelte Beispiel “Miinzenwurf” mit
dem in (9.1.3) kurz erwahnten Beispiel “Radio DRS 3”. Wir wollen hier noch zusétzlich
annehmen, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass DRS 3 in irgendeinem Zeitpunkt Landl-
ermusik spielt, sei bekannt und = 1%. Die Behauptung, Taste 1 des Autoradios sei
mit DRS 3 belegt, fassen wir jetzt als Nullhypothese auf. Wenn nun beim Driicken der
Taste 1 ein Léndler erklingt, dann gibt es nur zwei Moglichkeiten (wie in d) oben):
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1. Die Nullhypothese ist falsch (d.h., der Sender ist nicht DRS 3).

2. Die Nullhypothese ist richtig, aber es ist ein Ereignis eingetreten, das bei richtiger
Nullhypothese sehr wenig wahrscheinlich ist (ndmlich eines mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1%).

Genau wie in d) oben entscheiden wir uns in diesem Fall fiir die Moglichkeit 1 und
stellen fest, der Sender sei nicht DRS 3. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1% koénnen
wir uns dabei aber irren.

Auch die in g) gemachte Uberlegung kénnen wir nachvollziehen: Wenn keine Léndl-
erklange ertonen, dann ist es noch lange nicht sicher, dass es sich um DRS 3 handelt;
die Tatsache spricht aber auch nicht dagegen.

(9.1.5) Zusammenfassung und Kommentar

Es ist nun an der Zeit, die in bisher angestellten Betrachtungen in allgemeiner
Form zusammenzufassen. Wir werden spéter sehen, dass auch die andern Tests nach
demselben Schema aufgebaut sind. Es empfiehlt sich deshalb, diese Zusammenstellung
erneut durchzusehen, wenn man in Teil 9.2 bis 9.4 weitere Testverfahren kennen gelernt
hat. Nun besprechen wir die einzelnen Schritte.

1. Man stellt die Nullhypothese Hy auf. Das bestmdgliche Ergebnis des Tests ist
die Widerlegung dieser Hypothese. Weiter stellt man die Alternativhypothese Hy
auf, die man akzeptiert, wenn Hy abgelehnt wird.

2. Man wahlt ein Testverfahren.

Kommentar: Im obigen Beispiel besteht der Test im 16-maligen Werfen der Miinze.

3. Aufgrund des gewéhlten Tests bestimmt man mittels der Stichprobe die so ge-
nannte Testgrosse.

Kommentar: Im allgemeinen Fall ist dies der Wert einer recht komplizierten Zufalls-
grosse, den man anhand der Stichprobe mit einer Formel ausrechnet. Wir werden
spiter die Testgrossen ¢ (siehe (9.2.1), (9.3.1)) und x? (siehe (9.4.1)) kennen lernen.
Im Beispiel 9.1.4.A ist die Testgrosse einfach der Wert der Zufallsgrosse X = Anzahl
“Kopfe”.

4. Man wahlt ein Signifikanzniveau o — meist o = 5%, tiblich sind auch noch
1% und 0.1% — und bestimmt aufgrund dessen den Verwerfungsbereich (auch
kritischer Bereich genannt). Dieser wird so festgelegt, dass bei Zutreffen von
Ho die Testgrosse nur mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit (ndmlich a) im
Verwerfungsbereich liegt.

Kommentar: Um diesen Verwerfungsbereich zu bestimmen, muss man die Verteil-
ung der zum Problem gehorenden Zufallsgrosse kennen; dabei ist auch die in der
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Nullhypothese getroffene Annahme von Bedeutung. Im Beispiel 9.1.4.A konnten
wir diesen Verwerfungsbereich direkt ausrechnen, denn die Testgrosse X folgte
einer einfach zu handhabenden Binomialverteilung. Dabei war der eine Parameter
n durch den Versuchsaufbau (n Miinzenwiirfe) und der andere Parameter p durch
die Nullhypothese (p = %) gegeben. Bei komplizierteren Verteilungen ist man fiir
die Bestimmung des Verwerfungsbereichs auf Tabellen angewiesen, wie wir spater
noch sehen werden.

5. Entscheidungsregel: Liegt der gemaéss 3. berechnete Wert der Testgrosse im Ver-

werfungsbereich (gemaéss 4.), so lehnen wir H( ab (wir verwerfen die Nullhypoth-
ese). Dabei ist es moglich, dass wir H félschlicherweise ablehnen, die Wahr-
scheinlichkeit flir dieses Ereignis, die so genannte Irrtumswahrscheinlichkeit, ist
dabei < a.

Man sagt in diesem Fall auch, das Ergebnis des Tests sei signifikant auf dem
5%-Niveau (oder 1%-Niveau etc.).

Liegt der berechnete Wert der Testgrosse aber nicht im Verwerfungsbereich, so
kénnen wir Hy nicht ablehnen. Dies ist jedoch kein Beweis fiir die Richtigkeit von
Hp. Vielmehr gibt uns das Testergebnis einfach keinen Anlass, Hgy zu verwerfen.
Eine nicht abgelehnte Nullhypothese darf also nicht unbesehen als richtig akzept-
iert werden, sondern kann allenfalls mit der notigen Vorsicht — z.B. als Arbeits-
hypothese — weiter verwendet werden.

Es ist wichtig, dass Sie die Grundidee, aufgrund welcher die Entscheidung getroffen

wird, stets prasent haben. Kurz zusammengefasst:

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn sich aufgrund der Stichprobe ein Resultat
ergibt, das bei Giltigkeit dieser Nullhypothese sehr unwahrscheinlich ist.

(9.1.6) Was leistet ein Test und was leistet er nicht?

Wenn Sie die Ausfithrungen in (9.1.4) und (9.1.5) durchsehen, werden Sie erkennen,

dass ein Test (zumindest der oben behandelte, aber die hier zu treffenden Feststellungen

gelten fiir alle Tests) keine Wunder vollbringen kann.

Ein Test kann zwei mogliche Ergebnisse haben:

Die Testgrosse liegt im Verwerfungsbereich:
Ho kann verworfen werden.

Die Testgrosse liegt nicht im Verwerfungsbereich:
Es liegt kein Anlass vor, Hg zu verwerfen.

Die Aussage 2 ist eigentlich recht schwach, sie darf — wie bereits erwdhnt —

jedenfalls nicht als Beweis fiir die Richtigkeit von Hy aufgefasst werden.
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Die Aussage 1 ist starker; sie sagt positiv aus, dass man die Nullhypothese ablehnen
und damit die Alternativhypothese annehmen kann. Aber auch hier ist die Freude nicht
ungetriibt: Es darf nicht vergessen werden, dass die Verwerfung von Hy moglicherweise
zu Unrecht geschieht. Allerdings hat man die Wahrscheinlichkeit fiir einen derartigen
Irrtum im Griff; sie ist begrenzt durch die gewéhlte Irrtumswahrscheinlichkeit «.

Aus dem Gesagten ergibt sich ferner, dass man eine Vermutung durch einen Test
nicht direkt bestatigen kann. Vielmehr kann man sie bestenfalls indirekt verifizieren,
und zwar dann, wenn es moglich ist, ihr Gegenteil als Nullhypothese Hy zu formulieren
(die urspriingliche Vermutung ist dann #; ) und diese mit einem Test abzulehnen.

Es ist aber nicht so, dass man unbesehen jede Behauptung zur Nullhypothese
machen kann. Im Beispiel 9.1.4.A des Miinzenwurfs etwa ist Ho : p # % nicht zu
gebrauchen, denn dann ist der Parameter p der zugrundeliegenden Binomialverteilung
gar nicht festgelegt, und wir konnen die Verteilung von X und damit den Verwerfungs-
bereich nicht bestimmen.

Schliesslich sei noch auf einige mogliche Missverstandnisse hingewiesen. Einfach-
heitshalber arbeiten wir mit o = 5%.

1. Wir nehmen an, die Testgrosse liege im Verwerfungsbereich, wir konnen also Hg
ablehnen. Dann ist es unkorrekt, zu sagen:
“Ho ist mit 95% Wahrscheinlichkeit falsch” bzw.
“H; ist mit 95% Wahrscheinlichkeit richtig”.

Die Hypothese Hy (und entsprechend H; ) ist objektiv gesehen entweder richtig
oder falsch (es gibt nichts dazwischen); die Wahrscheinlichkeit bezieht sich nicht
auf die Richtigkeit von Hg, sondern auf unsern Entscheid, Hy abzulehnen: Hier
konnen wir uns mit 5% Wahrscheinlichkeit irren.

Eine Illustration: Ein nicht gestdndiger Angeklagter ist entweder schuldig oder
unschuldig, nur weiss der Richter nicht, was zutrifft. Die Aussage: “Er ist mit 95%
Wahrscheinlichkeit schuldig” bezieht sich also nicht auf den Angeklagten, sondern
auf die Meinung des Richters, der zugibt, dass er sich mit 5% Wahrscheinlichkeit
irren kann*.

2. Der in 1. angesprochene Sachverhalt zeigt sich noch deutlicher, wenn man beachtet,
dass es ohne weiteres vorkommen kann, dass bei einer gegebenen Stichprobe H,
bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% verworfen werden kann, nicht aber bei
einer solchen von 1%. Die Nullhypothese kann ja nicht das eine Mal falsch und
das andere Mal richtig sein. Wieder bezieht sich die Wahrscheinlichkeit auf einen
moglichen Fehler bei unserem Entscheid. Eine Behauptung, die wir mit einer (an
sich schon recht geringen) Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% zuriickweisen kénnen,
kann eben moglicherweise bei einer Verkleinerung dieser Wahrscheinlichkeit auf 1%
nicht mehr abgelehnt werden.

* Eine verwandte Uberlegung finden Sie vor Beispiel 8.4.1.A.
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3. Wenn die Testgrosse nicht im Verwerfungsbereich liegt, dann wird man #, beibehal-
ten, da die Daten nicht gegen diese Hypothese sprechen. Hier ist es aber sinnlos,
irgendwelche Wahrscheinlichkeiten ins Spiel bringen zu wollen. Insbesondere darf
man nicht sagen, Mo sei mit 95% Wahrscheinlichkeit richtig. Uber die (bedingte)
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass H richtig ist, falls die Testgrosse nicht im Verwerf-
ungsbereich liegt, hat man keine Information.

(9.1.7) Ein zweites Beispiel

Beispiel 9.1.7.A

Wir besprechen nun einen so genannten einseitigen Test, im Gegensatz zum zweisei-
tigen Test. Naheres zum Unterschied finden Sie in (9.1.8).
Wir betrachten dazu wieder unsere Miinze, andern aber die Problemstellung ge-

geniiber Beispiel 9.1.4.A ab. Ich habe namlich die Vermutung, dass beim Miinzenwurf
haufiger “Zahl” als “Kopf” erscheint, mit andern Worten, dass p < % ist. (Dabei ist p
nach wie vor die Wahrscheinlichkeit fiir “Kopf”.)

Eine erste Frage, die zu klaren ist, ist die nach der Nullhypothese. Wir haben in
(9.1.5) erkannt, dass man von einem Test als stérkste Aussage erwarten kann, dass Hg
abgelehnt und H; akzeptiert wird. Wir werden deshalb das Gegenteil der Vermutung
zur Nullhypothese machen. Diese vielleicht etwas gegen das Gefiihl gehende Uberlegung
ist vor allem bei einseitigen Tests wichtig. Wir setzen also fest:

Ho:p>3,
Hi:p< % .

Genau wie in (9.1.3) werfen wir die Miinze 16-mal. Damals lautete die Nullhypoth-
ese Ho : p = %, und wir lehnten sie ab, wenn die Anzahl X der Kopfe gentigend klein
bzw. gross war. Bei unserer neuen Fragestellung ist die Sachlage aber anders:

Grosse Werte von X sprechen hier keineswegs gegen die Nullhypothese, die ja be-
hauptet, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir “Kopf” > % sei. Ein beispielsweise 12-maliges
Auftreten von “Kopf” bestatigt ja ganz gewiss die Annahme p > %

Fiir den Verwerfungsbereich kommen also hier sicher nur kleine Werte von X in
Frage. Um diesen zu bestimmen, iibernehmen wir einige der in (9.1.4.c) aufgelisteten
Wabhrscheinlichkeiten:

0.000015
0.000244
0.001831
= 0.008545
= 0.027771
P(X = 5) = 0.066650.

Diese Zahlen basieren allerdings auf der Annahme, dass p = % ist, wahrend die neue

aelaciac s R

(X =0)
(X =1)
(X =2)
(X =3)
(X =4)

Nullhypothese lautet: p > % Nun ist es aber so: Wenn so wenige “Kopfe” auftreten,
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dass wir die Hypothese p = % zuriickweisen konnen, dann konnen wir erst recht die
Hypothese p > l zuriickweisen, denn mit p > 1 miissten ja mehr “Kopfe” vorkommen
als mit p = und eine kleine Anzahl Kopfe erd daher noch unwahrscheinlicher.

Durch Addltlon der obigen Wahrscheinlichkeiten erhalten wir (wieder mit p = %)
die folgende Tabelle:

P(X =0) = 0.000015
P(0 < X < 1) =0.000259
P(0 < X < 2) = 0.002090
P(0< X <3)=0.010635 oder 1.06%
P(0< X <4)=0.038406 oder 3.84%
P(0< X <5)=0.105056 oder 10.51%.

Bei einem Signifikanzniveau von 5% muss man also den Verwerfungsbereich wie folgt
wéhlen:

[ | | | | | | | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Hp ablehnen Hgp nicht ablehnen

Entsprechend wiirde man die Verwerfungsbereiche fiir andere Irrtumswahrschein-
lichkeiten bestimmen.

Wir wollen noch zahlenmassig belegen, dass die oben durchgefiihrte Beschrankung auf den Fall
p = 1/2 auch den Fall p > 1/2 miteinschliesst. Nehmen wir einmal an, es sei p = 0.55. Dann rechnet
man aus, dass P(0 < X < 4) = 1.44% ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X im fir p = 0.5
bestimmten Verwerfungsbereich {0,1,2,3,4} liegt, ist also wie erwartet kleiner geworden. Dasselbe
gilt, wenn wir 0.55 durch eine beliebige Wahrscheinlichkeit pg mit 0.5 < pg < 1 ersetzen. Wir sehen,
dass man in der Tat nicht nur die Hypothese p = 1/2, sondern auch die Hypothese p > 1/2 ablehnen
darf, wenn X im angegebenen Verwerfungsbereich liegt.

(9.1.8) Einseitige und zweiseitige Tests

Wir vergleichen jetzt die Beispiele 9.1.4.A und 9.1.7.A und geben dazu noch einmal
die Hypothesen sowie die Verwerfungsbereiche fiir « = 5% an:
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Im ersten Fall handelt es sich um eine “zweiseitige Fragestellung”, denn wie man
aus der Gestalt des Verwerfungsbereichs erkennt, fiihren sowohl grosse als auch kleine
Werte der Testgrosse zur Ablehnung von Hy. Man spricht hier von einem zweiseitigen
Test.

Der zweite Fall aber ist ein Beispiel einer “einseitigen Fragestellung”, denn man
interessiert sich nur fiir Abweichungen nach einer Seite; in diesem Beispiel fiir Abweich-
ungen nach unten: Es fithren nur kleine Werte von X zur Verwerfung von Hgy. Der
zugehorige Test wird natiirlich einseitiger Test genannt. Es ist klar, dass man in man-
chen Fillen einen einseitigen Test in der umgekehrten Richtung durchfiihren wird, wobei
dann grosse Werte von X zur Ablehnung von H, fiihren.

Wir werden spater sehen, dass man auch andere Testverfahren einseitig oder zweisei-
tig anwenden kann. Die einzelnen Varianten unterscheiden sich dann nur durch die Wahl
des Verwerfungsbereichs. Die hier gemachten Angaben tibertragen sich sinngemass.

Der Entscheid, ob ein- oder zweiseitig zu testen sei, ist nicht Sache der Mathematik,
sondern die Person, die den Test durchfiihrt, richtet sich nach der Problemstellung.
Interessiert sie sich gleichermassen fiir Abweichungen nach beiden Richtungen, so wird
sie zweiseitig, andernfalls einseitig testen. Eine Illustration dazu: Als Kunde bin ich
daran interessiert, dass ein Sack Hornli, den ich kaufe, mindestens das angeschriebene
Gewicht enthéalt. Ich wiirde also einseitig testen. Der Produzent dagegen hat ein Inte-
resse an einem moglichst genauen Gewicht (zuviel bringt ihm Verlust, zuwenig schafft
ihm Arger mit den Konsumentenorganisationen).

Warum verwendet man iiberhaupt sowohl ein- als auch zweiseitige Tests? Um
dies zu erkldren, betrachten wir noch einmal die beiden Verwerfungsbereiche, die oben
graphisch dargestellt sind. Wir wollen annehmen, unser Versuch habe bei 16 Wiirfen
gerade vier “Kopfe” ergeben. In diesem Fall kénnten wir (immer mit einem Signif-
ikanzniveau von 5%) mit dem zweiseitigen Test die Nullhypothese nicht ablehnen, denn
4 liegt nicht im Verwerfungsbereich. Mit dem einseitigen Test aber konnen wir H
(gerade noch) verwerfen.

Man kann den Unterschied anschaulich so sehen: Beim einseitigen Test konzentriert
sich die Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ganz auf das linke Ende der Skala (bzw.
in andern Fillen ganz auf das rechte), wihrend beim zweiseitigen Test beide Enden
gleichmassig zu berticksichtigen sind, so dass der linke Teil naturgeméss etwas kleiner
wird.

Zum Schluss erwdhnen wir noch, dass in manchen Biichern auch bei einseitigen Tests die Null-
hypothese in der Form Hg : p = 1/2 (statt p > 1/2) und analog fiir andere Tests formuliert wird. Dies
wird dadurch gerechtfertigt, dass die Bestimmung des Verwerfungsbereichs tatsdchlich unter der An-
nahme p = 1/2 erfolgt (vgl. (9.1.7)). In diesem Fall wird der Unterschied zwischen ein- und zweiseitigem
Test allein durch die Formulierung der Alternativhypothese ersichtlich.

(9.1.9) Fehler 1. und 2. Art
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Jedem Test liegt eine Nullhypothese Hy zugrunde; ihr gegeniiber steht die Alter-
nativhypothese H; . Lehnt man H, ab, so akzeptiert man H; . Wie bereits in (9.1.4.d)
diskutiert wurde, ist es moglich, dass man aufgrund des Tests H falschlicherweise ab-
lehnt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist aber kontrollierbar, sie ist hochstens gleich dem
Signifikanzniveau «. Umgekehrt kann es auch vorkommen, dass die Nullhypothese H
beibehalten wird, obwohl sie falsch ist. Man spricht in diesem Zusammenhang von

Fehler 1. Art: Nullhypothese unberechtigterweise abgelehnt,
Fehler 2. Art: Nullhypothese unberechtigterweise beibehalten.

Darstellung in Tabellenform

Wirklichkeit Ho wahr Ho falsch

FErgebnis des Tests

Ho beibehalten Entscheid richtig Fehler 2. Art

‘Ho ablehnen Fehler 1. Art Entscheid richtig

Tlustrationen dazu

a) In einem Strafprozess hat der Richter zu entscheiden:
Ho : XY ist nicht der Téter.
H; : XY ist der Tater.
Ein Fehler 1. Art (H, wahr, aber abgelehnt) bedeutet, dass ein Unschuldiger verur-
teilt wird.
Ein Fehler 2. Art (#H, falsch, aber angenommen) bedeutet, dass ein Schuldiger
freigesprochen wird.
Zur Vermeidung eines Justizirrtums ist hier also die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art moglichst klein zu halten.

b) Wir betrachten folgende Hypothesen:
Ho : Ein neues Medikament hat keine (starken) Nebenwirkungen.
H; : Es hat starke Nebenwirkungen.
Hier muss man versuchen, den Fehler 2. Art sehr klein zu halten, denn ein solcher
bedeutet, dass das Medikament trotz moglichen Nebenwirkungen freigegeben wiir-
de. Ein Fehler 1. Art dagegen hat nur zur Folge, dass das Medikament nicht in den
Handel gelangt.
Wir wissen auch von friither her, dass aufgrund des Prinzips der statistischen Tests
die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art < « ist.
Die entsprechende Schranke fiir den Fehler 2. Art wird mit 8 bezeichnet. Sie kann aber in der
Regel nur unter zusétzlichen Annahmen berechnet werden. Wir betrachten zur Illustration das Beispiel

9.1.4.A mit o = 5%. Wie wir in (9.1.4.f) gesehen haben, ist in diesem Fall der Verwerfungsbereich gleich
{0,1,2,3,13,14,15,16}. Ein Fehler 2. Art wird begangen, wenn H falsch (also p # 0.5) ist, aber X
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nicht im Verwerfungsbereich liegt, d.h., wenn 4 < X < 12 ist. Nun hangt die Wahrscheinlichkeit fiir
das letztgenannte Ereignis offensichtlich von p ab: Liegt p nahe bei 0.5, so wird sie gross, liegt aber p
in der Nahe von 0 oder 1, so wird sie klein sein. Wir werden hier die Wahrscheinlichkeit 8 nicht ndher
untersuchen. Immerhin sei bemerkt, dass es bei festem Stichprobenumfang n nicht moéglich ist, o und
B gleichzeitig so klein zu halten, wie man will. Um « und § beide klein zu machen, muss der Umfang
n erhoht werden.

(9.1.10) Ausblick auf die folgenden Teile

In den nachsten Teilen werden einige wichtige Testverfahren besprochen. Die grun-
dlegenden Ideen wurden bereits in (9.1) behandelt und werden uns immer wieder beg-
egnen. Allerdings werden die “technischen” Probleme grosser. Beruhten die Beispiele
in diesem Teil einfach auf der Binomialverteilung, so basieren andere Tests auf kompl-
izierteren Verteilungen, wie etwa auf der (stetigen) ¢-Verteilung.

Die folgenden Teile sind alle nach demselben Schema aufgebaut. Der erste Ab-
schnitt enthalt die Beschreibung des Tests, die wie folgt gegliedert ist:

Fragestellung.
Nullhypothese/Alternativhypothese.
Voraussetzungen.

Vorgehen (Testgrosse, Entscheidungsregel).

=0 aw>

Bemerkungen.

Es folgen dann jeweils Beispiele, anhand derer auch erlautert wird, wie und warum
der Test funktioniert. Fiir die praktische Durchfiihrung geniigt jeweils die Beschreibung,
die gewissermassen ein “Kochrezept” ist; zu ihrem tieferen Verstandnis ist aber das
Studium der Beispiele unerlasslich.
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9.2. DER 7-TEST FUR EINE STICHPROBE

(9.2.1) Beschreibung des Tests

A. Fragestellung

Ist der Erwartungswert p einer Grundgesamtheit gleich oder verschieden von einer
gegebenen Zahl pg?

B. Nullhypothese/Alternativhypothese beim zweiseiticen Test

%O:H’:MO:
Hi o p# po.

C. Voraussetzungen

1. Die Grundgesamtheit besteht aus Messwerten (im Gegensatz zu Zahlwerten),
welche — wenigstens im Prinzip — stetig verteilt sind.

2. Die Grundgesamtheit ist normal verteilt. Kleinere Abweichungen von der
Normalitat werden in der Praxis in Kauf genommen.
3. Der Grundgesamtheit hat man eine Stichprobe vom Umfang n entnommen:
L1, L2y «v.y Ty .

Daraus sind die Grossen Z und sz berechnet worden:

D. Vorgehen beim zweiseitigen Test

1. Man wahlt ein Signifikanzniveau «, z.B. a = 0.05, und bestimmt aus der Tab-
elle (6.2.6) (t-Verteilung) den zu a und zum Freiheitsgrad n — 1 gehdrenden
kritischen Wert ¢4 ,,—1, kurz mit ¢, bezeichnet. (Der Freiheitsgrad ist also
um 1 kleiner als der Umfang der Stichprobe.)

2. Testgrosse
Anhand der Stichprobe berechnet man die Zahl

T — o
Sz ’

t =

3. Entscheidungsregel
e Falls [t| > t, ist, so wird H verworfen: Die Stichprobe lasst den Schluss
zu, dass der Erwartungswert p signifikant verschieden von gy ist.
e Falls |t| < t, ist, so besteht aufgrund der Stichprobe kein Anlass, Hg zu
verwerfen.
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E. Bemerkungen
1. Gepaarte Stichproben: Dieser ¢-Test kann auch bei so genannten “gepaarten”
Stichproben (u;,v;), i = 1,...,n angewandt werden. Gepaarte Stichproben

liegen dann vor, wenn je zwei Messungen am selben Objekt vorgenommen
werden. Hier wendet man den ¢-Test auf die Differenzen u; — v; an.

2. Einseitiger Test: Der t-Test kann auch einseitig angewandt werden. Es geht

dann um die Frage, ob p grosser bzw. kleiner als eine gegebene Zahl pg
sei. Die Testgrosse t wird genau gleich berechnet. Es andern sich aber
der kritische Wert und die Entscheidungsregel. Das Signifikanzniveau sei
wiederum «. Man schliesst wie folgt:

» Mit den Hypothesen
Ho: p<po, Hi:p>po

wird Hy verworfen, wenn t > to, ist.

<« Mit den Hypothesen
Ho o po > o, Hi:op<po

wird Hq verworfen, wenn t < —to,, ist.

(9.2.2) Ein erstes Beispiel zur Anwendung des ¢-Tests

Beispiel 9.2.2.A

In diesem Abschnitt geht es darum, anhand eines konkreten Beispiels vorzufiihren,
wie man das in (9.2.1) beschriebene Verfahren anwendet. In (9.2.3) wird dann am selben
Beispiel erklirt, welche Uberlegungen eigentlich hinter dem Testverfahren stecken.

Ein Backer behauptet: Meine Brotchen wiegen im Durchschnitt genau 70 g. Eine
Nachkontrolle von 10 Brétchen ergab folgende Gewichte (in Gramm):

69, 70, 71, 68, 67, 70, 70, 70, 67, 69 .

Der Durchschnitt z dieser 10 Gewichte betragt 69.1 g. Dies widerspricht an sich
noch nicht der Behauptung des Backers, die sich ja nicht auf die Stichprobe, sondern
auf seine gesamte Produktion bezieht. Das von ihm genannte Durchschnittsgewicht von
70 g entspricht vielmehr dem Erwartungswert p der Grundgesamtheit.

Wir machen die Behauptung des Backers zur Nullhypothese:

7‘[0 U= 70 .
Die Zahl pg aus der Beschreibung des Tests ist also hier = 70, wahrend p wie
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eh und je den (unbekannten) Erwartungswert bezeichnet. Ganz generell ist o in den
Anwendungen eine durch die Fragestellung konkret gegebene Zahl.
Die Alternativhypothese ist natiirlich
H1 v 7& 70 .

Die beiden Hypothesen fiihren auf einen zweiseitigen Test. Dies ergibt sich auch
direkt aus der Problemstellung, da sowohl Gewichtsabweichungen nach unten wie nach
oben die Behauptung des Béckers Liigen strafen.

Zur Berechnung der Testgrosse ¢ benotigen wir noch den Standardfehler sz. Die in
(9.2.1) angegebene Formel liefert sofort sz = 0.4333. Die Verwendung eines Taschen-
rechners vereinfacht natiirlich die Berechnungen; beachten Sie aber, dass dieser meist die

Standardabweichung s liefert (vgl. dazu auch die Bemerkungen zum Thema “Rechner”
in (8.2.3) und (8.2.4)). Fiir den Standardfehler ist s noch durch \/n zu dividieren.

Wir fahren nun geméss Punkt D. (Vorgehen) von (9.2.1) weiter:

1. Wir wahlen « wie tiblich = 5%. Der Freiheitsgrad n — 1 ist hier = 10 — 1 = 9. Der
zur t-Verteilung gehorenden Tabelle (6.2.6) entnehmen wir den kritischen Wert

ta,n—1 = to.05,9 = 2.262,
auch kurz t, genannt.

2. Mit den erhaltenen Werten fiir  und sz berechnen wir die Testgrosse

-y Z—70 69.1—70
Sz Sz 0.4333

3. Entscheid: Es ist [t| = 2.077 < 2.262 = . Die Testgrosse t liegt nicht im Verwerf-
ungsbereich. Wir konnen H( nicht zuriickweisen:

Die vorliegende Stichprobe spricht nicht gegen die Behauptung des Backers, das
Durchschnittsgewicht seiner Brétchen betrage 70 Gramm.

Damit ist der Test durchgefiihrt. Die hier beschriebenen Uberlegungen und Rech-
nungen sind etwa die, die man sich beim praktischen Gebrauch macht. Im néachsten
Abschnitt (9.2.3) gehen wir dann etwas mehr in die Tiefe.

Zuvor fithren wir aber das Beispiel noch etwas weiter. Wahlen wir namlich ein
Signifikanzniveau o = 10%, so erhalten wir laut Tabelle den kritischen Wert ¢, =
to.1,0 = 1.833. Nun entscheiden wir anders, denn weil jetzt |t| = 2.077 > 1.833 = ¢, ist,
miissen wir Hy verwerfen. Wir lehnen also die Behauptung des Béackers als falsch ab.

Die Tatsache, dass wir hier je nach Irrtumswahrscheinlichkeit verschiedene Ent-
scheide fallten, beruht darauf, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit sich auf einen mog-
lichen Fehler bei unserm Entscheid bezieht, vgl. hierzu auch (9.1.6). Wenn wir #,
zuriickweisen, beschuldigen wir den Béacker der Unlauterkeit; natiirlich wollen wir bei
einer solchen Aussage eine moglichst grosse Sicherheit haben. Das Zahlenmaterial zeigt
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nun, dass wir uns die rufschadigende Aussage nicht leisten diirfen, wenn wir 95% Sicher-
heit (genauer: eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%) haben wollen. Sind wir jedoch
mit 90% Sicherheit zufrieden, so konnen wir es riskieren, die besagte Aussage zu machen.

X

Da der néchste Abschnitt etwas theoretischer wird (unter anderem kommt die t-
Verteilung explizit vor), sei zum Schluss noch die anschauliche Bedeutung der Testgrosse
t = (T — po)/sz beschrieben. Es ist klar, dass uns eine betragsméssig grosse Abweich-
ung des berechneten Durchschnitts £ vom behaupteten Erwartungswert pg an der Null-
hypothese zweifeln lasst. Nun ist aber der Betrag der Abweichung allein noch nicht
der richtige Massstab. Wenn namlich die Grundgesamtheit und damit auch der Durch-
schnitt stark streut (d.h. eine grosse Standardabweichung hat), dann ist eine bestimmte
Differenz T — pg weniger verdéachtig, als wenn diese Streuung nur gering ist. Aus diesem
Grund wird diese Differenz & — p9 noch durch sz, die geschatzte Standardabweichung
des Durchschnitts (vgl. (8.2.5)), dividiert. So erhélt man die Testgrosse t. Wenn diese
dem Betrag nach “zu gross” ist (und dies heisst gerade |t| > t,,), wird H( abgelehnt.

(9.2.3) Etwas zum theoretischen Hintergrund

In diesem Abschnitt nehmen wir nochmals das Beispiel 9.2.2.A auf. Wir wollen
sozusagen einen Blick hinter die Kulissen werfen und herausfinden, wie der Test im
Einzelnen funktioniert. Eine abgekiirzte Version ist soeben am Ende von (9.2.2) gegeben
worden.

Wir stellen die Daten aus (9.2.2) erneut zusammen. Wir kennen die Stichprobe
(Gewichte von Brétchen)

69, 70, 71, 68, 67, 70, 70, 70, 67, 69 .
Behauptet wird, dass diese Brotchen im Durchschnitt genau 70 g wiegen.

Wir analysieren nun diese Fragestellung etwas genauer. Die Population im Sinne
von (8.1.3) ist die Menge aller je vom Bécker hergestellten und herzustellenden Brotchen
der zur Diskussion stehenden Sorte; die Anzahl dieser Brotchen ist sehr gross in Bezug
auf die ausgewahlte Stichprobe. Im Sinne einer Idealisierung denkt man sich diese
Menge gewohnlich sogar unendlich gross. Die Grundgesamtheit wird durch die Gewichte
der Brotchen beschrieben; diese sind Realisierungen der Zufallsgrosse X = Gewicht eines
Brotchens. Der Durchschnitt all dieser Gewichte entspricht dem Erwartungswert p der
Grundgesamtheit (etwas préziser ist u = E(X), der Erwartungswert der Zufallsgrosse
X). Die Behauptung des Béckers lautet iibersetzt, es sei p = 70. In der Fragestellung
(9.2.1.A) ist also, wie schon in (9.2.2), uop = 70 zu setzen, und die Frage lautet: Ist
p= po =707

Dies fithrt wie oben auf die Hypothesen

Ho: p=70, Hy:p#T70.
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Von (9.1.6) wissen wir iibrigens, dass als stérkstes Ergebnis allenfalls die Ablehnung von
Ho resultieren kann.

Wir priifen noch rasch die in (9.2.1.C) formulierten Voraussetzungen nach: Die erste
ist erfiillt, denn das Gewicht ist (im Prinzip) ein stetiges Merkmal, wenn es auch hier
durch Runden auf ganze Gramm diskretisiert worden ist. Zur zweiten Voraussetzung ist
Folgendes zu sagen: Der Béacker behauptet ja nicht, dass jedes Brotchen 70 g wiege (dies
wiare offensichtlich falsch), sondern nur, dass der Durchschnitt aller Gewichte so gross
sei. Da bei der Herstellung der Bréotchen viele zufallige Faktoren ins Spiel kommen, darf
angenommen werden, dass die Gewichte wenigstens annahernd normal verteilt sind
(vgl. (7.2)). Die dritte Voraussetzung bezieht sich auf die Stichprobe; die fraglichen
Masszahlen haben wir bereits bestimmt:

z=169.1, s;=04333.

Das Durchschnittsgewicht der Stichprobe ist also etwas kleiner als die vom Backer be-
hauptete Zahl von 70 g. Dies konnte aber Zufall sein: Mo6glicherweise haben wir aus
all den Brotchen von unterschiedlichem Gewicht einfach etwas zuviele leichte erwischt.
Genau wie in (9.1.4) besteht nun die Grundidee darin, die Wahrscheinlichkeit dafiir
zu bestimmen, dass der Durchschnitt der Stichprobe um 0.9 g oder mehr von den
behaupteten 70 g abweicht*. Ist diese Wahrscheinlichkeit sehr klein, so wird man die
Nullhypothese Hy ablehnen, wobei man wie iiblich in Kauf nimmt, dass die Ablehnung
unberechtigterweise erfolgt.

Nun geht es darum, diesen Ansatz durchzufiihren. Wir nehmen dazu an, die Null-
hypothese H sei richtig (genau so haben wir es in (9.1.4) gemacht). Fiir den Erwar-
tungswert der Grundgesamtheit, also fiir p = F(X) gilt dann

W= po=70.

Dieser wird also als bekannt angenommen. Nach (8.2.5) ist © = 70 auch der Mittelwert
der Zufallsgrosse X. Die Standardabweichung von X dagegen ist weiterhin unbekannt;
wir miissen sie durch sz schitzen (8.2.5). Wie in (8.3) erldutert wurde, geht dadurch
die fiir X und damit fiir X (nach Voraussetzung 9.2.1.C.2) geltende Normalverteilung
in eine t-Verteilung iiber. Dies bedeutet, dass die Testgrosse

eine Realisierung einer ¢-Verteilung mit Freiheitsgrad n — 1 =9 ist.

* Eigentlich bestimmen wir diese Wahrscheinlichkeit gar nicht, sondern modifizieren die Frage-
stellung etwas. Vgl. die Bemerkung am Ende des Abschnitts (9.2.3).
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Wir skizzieren den Graphen dieser Verteilung:

0
Wahrscheinlichkeitsdichte: klein gross klein

Wie man der Figur entnimmt, ist fiir extreme Werte von ¢ die Wahrscheinlichkeits-
dichte klein. Ergibt sich fiir die Testgrosse ein solcher Wert, so besteht der begriindete
Verdacht, die Nullhypothese u = 70 sei falsch. Liegt aber ¢ nahe beim Nullpunkt, wo
die Wahrscheinlichkeitsdichte gross ist, so haben wir keinen Anlass, Hg zu verwerfen.
(Wir diirfen #H, allerdings auch nicht unbesehen annehmen, vgl. (9.1.5).)

Um die beiden Fille zu trennen, fiihrt man wie in (9.1.4) den Verwerfungsbereich
ein. Dazu wahlt man zuerst ein Signifikanzniveau o und entnimmt der Tabelle (6.2.6)
den zu o und zum Freiheitsgrad n — 1 = 9 gehorenden kritischen Wert ¢, ,,—1 = 4.
Wir rufen die in (8.3) erlduterte Bedeutung von ¢, ,—1 in Erinnerung. Diese Zahl ist
dadurch charakterisiert, dass

P(T| 2 tan-1) = a

ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Wert der Zufallsgrosse 1" im dick markierten
Teil der unten stehenden Figur liegt, ist also = «a, d.h., sehr klein.

| 1
_ta,n—l 0 toe,n—l

Es ist daher sehr unwahrscheinlich, dass der Wert ¢ der Zufallsgrosse T bei richtiger
Nullhypothese Hy in diesem Bereich liegt. Trifft dies dennoch zu, so werden wir H
verwerfen, und die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir H, falschlicherweise ablehnen,
ist hochstens gleich a. Der dick markierte Bereich ist also der Verwerfungsbereich, wie
wir ihn schon in (9.1.4) und (9.1.5) kennen gelernt haben. Die Begriindung fiir die
Verwerfung von H, ist genau dieselbe wie in (9.1.4).

Damit haben wir auch die Entscheidungsregel in (9.2.1.D) erklart: Die Testgrosse
t liegt genau dann im Verwerfungsbereich, wenn |t| > t, ,,—1 ist, also gilt

t| > tan—1 = Ho ablehnen .
Ist aber |t| < tan—1, besteht kein Anlass, H( zu verwerfen.

In (9.2.2) haben wir mit konkreten Werten fiir o gearbeitet und gefunden, dass fiir
den Freiheitsgrad 9
t0'05 =2.262 und tO.l = 1.833
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ist. Fiir die Testgrosse t erhielten wir —2.077. Wir stellen fest, dass t = —2.077 fiir
a = 10% im Verwerfungsbereich liegt (Ablehnung von Hy), nicht aber fir o = 5%, und
kommen so selbstversténdlich zu denselben Schliissen wie in (9.2.2).

Zusammenfassend ldsst sich sagen: Bei Giiltigkeit der Nullhypothese folgt die
Testgrosse einer t-Verteilung, und unter Verwendung der Tabelle fiir diese Verteilung
konnen wir sagen, welche Werte von ¢ unwahrscheinlich sind, d.h., den Verwerfungsbe-
reich bilden.

Es sei nochmals betont, dass diese Uberlegungen den theoretischen Hintergrund
etwas beleuchten sollen. In der Praxis pflegt man — wie in (9.2.2) vorgefiithrt — ein-
fach nach dem “Kochrezept” (9.2.1) vorzugehen. FEin gewisses Versténdnis fiir den
dahintersteckenden Vorgang sollten Sie aber trotz alledem haben.

Der guten Ordnung halber sei schliesslich noch eine kleine Korrektur angebracht: Weiter oben
wurde gesagt, die Grundidee des Tests sei es, die Wahrscheinlichkeit dafiir zu ermitteln, dass der
Durchschnitt der Stichprobe um 0.9 g oder mehr vom durch Hy gegebenen Wert 70 g abweiche, dies
in Analogie zum Beispiel 9.1.4.A mit der Miinze, wo wir direkt gewisse Wahrscheinlichkeiten bestimmt
hatten. De facto haben wir hier aber diese Wahrscheinlichkeit nicht bestimmt; vielmehr wird das
Problem etwas modifiziert: Man setzt diese Differenz von 0.9 g in die Testgrosse t = —2.077 um und
priift nach, ob ¢t im Verwerfungsbereich liegt.

(9.2.4) Ein Beispiel eines einseitigen Tests

Beispiel 9.2.4.A

Wir befassen uns weiterhin mit den Brétchen aus dem Abschnitt (9.2.2). Dort
hatten wir gesehen, dass die Nullhypothese “die Brotchen wiegen im Mittel 70 g” auf

dem 5%-Niveau nicht zuriickgewiesen werden konnte. Etwas anders sieht die Sache
aus, wenn wir nachweisen mochten, dass die Brotchen im Durchschnitt zu leicht sind,
was man ja aufgrund des Zahlenmaterials vermuten konnte. Formelmassig ausgedriickt
mochten wir also zeigen, dass p < 70 ist. Dies fiihrt auf einen einseitigen Test. Wichtig
ist dabei die richtige Wahl von #y und H; (vgl. (9.1.5)). Da die stirkste Folgerung
aus einem Test die Verwerfung von H, ist, wird man die Vermutung p < 70 als Alter-
nativhypothese wahlen:
Ho: p>70, Hy:p<T70.

Wir betrachten genau dieselbe Testgrosse ¢ wie vorhin:

T — fig

x

t= = —-2.077.

Gemaiss (9.2.1.E.2) hat sich nun die Entscheidungsregel geindert: Wir vergleichen ¢ mit
toa,n—1, kurz auch mit to, bezeichnet. Der Freiheitsgrad ist immer noch = 9. Wenn
wir mit o = 5% arbeiten, dann ist 2a = 10%. Wir sehen daher in der Tabelle (6.2.6)



294 9.2. Der t-Test fiir eine Stichprobe

in der oben mit 0.10 beschrifteten Kolonne nach und finden ty; = 1.833 (diese Kolonne
ist iibrigens in der untersten Zeile der Tabelle mit 0.05 angeschrieben).

Von den beiden in (9.2.1.E.2) aufgefiihrten Entscheidungsregeln ist aufgrund der
aufgestellten Hypothesen die mit <« bezeichnete zu verwenden. Da t < —ts,, ist, werden
wir Ho verwerfen und damit H; akzeptieren: Wir glauben, dass die Brotchen im Mittel
tatséchlich leichter als 70 g sind (bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%).

Der einseitige Test erlaubt es uns also, auf dem 5%-Niveau die Nullhypothese zu
verwerfen, was auf demselben Niveau beim zweiseitigen Test nicht der Fall war. X
Der fiir die Praxis relevante rechnerische Teil des ¢-Tests ist damit beschrieben.

Wir iiberlegen uns nun noch, wie die Entscheidungsregel eigentlich zustande kommt.

Die Nullhypothese lautet Ho : p > 70. Ein positiver Wert der Testgrosse

bedeutet, dass x > 70 ist, und dieses Ereignis spricht iiberhaupt nicht gegen Hy, ist
also unverdachtig. Wir verwerfen Hy nur noch dann, wenn t stark negativ wird. Der
Verwerfungsbereich wird somit wie folgt aussehen:

|
kritischer Wert

Wie ist nun der kritische Wert festzusetzen? Wie uiblich arbeiten wir mit o = 5%.
Der kritische Wert t, aus der Tabelle ist dadurch definiert, dass

P(T| > ta) = «
ist, wie wir bereits mehrfach beniitzt haben. Aus Symmetriegriinden ist dann

P(T < —t,) = = = 0.025,

P(T >t,) == =0.025.

(CIReN Y e}

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Wert der Testgrosse in den linken, uns allein
noch interessierenden Teil fallt, als also bloss noch 2.5%. Wir mochten aber, dass
diese Wahrscheinlichkeit = 5% wird und sind daher gezwungen, als kritischen Wert den
Tabellenwert g 1, also das t, fiir « = 10% zu verwenden.

Allgemein ist beim einseitigen Test mit einem Signifikanzniveau « der Tabellenwert
taq zu beniitzen. Die folgenden Zeichnungen erlautern den Sachverhalt noch etwas
genauer, vgl. auch (5.10.5).
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_ta,n—l 0 toz,n—l _t2a,n—1 0 t2a,n—1

Auch die Entscheidungsregel ist jetzt klar: Positive Werte von ¢ sprechen iiber-
haupt nicht gegen Hgy : p > 70. Dagegen fiithren “stark negative” Werte zur Ablehnung
von Hy, was die in (9.2.1.E.2) angefiihrte Regel <« ergibt.

Selbstversténdlich gibt es auch Situationen, wo man einen einseitigen Test in der
andern Richtung anwenden wird. Dies geht ganz analog; der Verwerfungsbereich liegt
dann rechts des Nullpunkts, und man erhélt in (9.2.1.E.2) die Regel ».

Bemerkungen

1. Beim einseitigen Test haben wir eine Wahl, und zwar zwischen den Hypothesen

» Ho:p<upy, Hi:p>up und a4 Ho:pu>po, Hi:p<po.

Es ist aber unbedingt zu beachten, dass wir beim zweiseitigen Test (9.2.2) diese
Wahl nicht haben, die Hypothesen lautet dort zwingend

Ho: p=po, Hi:p#po.

Es ist also nicht moglich, als Nullhypothese die Bedingung p # pp zu wéahlen und
diese allenfalls abzulehnen. Ein #hnlicher Fall wurde in (9.1.6) kurz besprochen.
Der Grund liegt darin, dass die Testgrosse ¢t unter der Annahme p = po berechnet
werden muss, auch im Fall eines einseitigen Tests.

2. Man kann sich fragen, was geschehen ware, wenn man in unserm Beispiel Hg und Hy vertauscht

héatte, d.h., wenn man mit
Ho: p <70 und Hy: p>70

gearbeitet hétte, also mit der Nullhypothese, die Brotchen seien im Mittel zu leicht. An der
Testgrosse hatte sich nichts gedndert (¢t = —2.077), dagegen hétte mit der Entscheidungsregel
» gearbeitet werden miissen. Man hétte dann einfach herausgefunden, dass Hg aufgrund der
Stichprobe nicht verworfen werden kann; dies ist aber von allem Anfang an klar, da ja schon
Z < 70 ist. Diese Variante des einseitigen Tests bringt also nichts.

3. Obwohl beim einseitigen Test die Nullhypothese besagte, dass p > 70 sei, haben wir die Testgrosse
t unter der Voraussetzung p = pg = 70 berechnet. Wahlen wir aber ein grosseres pq, so verkleinern
wir die Testgrosse t = (T — pg)/sz, d.h., diese wird noch starker negativ. Liegt sie also schon fiir
po = 70 im Verwerfungsbereich (d.h., weit links), so wird sie dies erst recht fiir ein grosseres pg
tun. Liegt ¢ also im Verwerfungsbereich, so kénnen wir nicht nur die Hypothese p = 70, sondern
sogar die Hypothese Hg : p > 70 zuriickweisen. Ein dhnlicher Fall wurde iibrigens in (9.1.7),
Ende des Abschnitts, diskutiert.
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(9.2.5) Vergleich zweier gepaarter Stichproben

Gepaarte (oder verbundene) Stichproben treten dann auf, wenn am selben Objekt
zwei Messungen derselben Art durchgefiihrt werden:

Gewicht vor und nach einer Diat,

e Reaktionszeit vor und nach Alkoholgenuss,

e Blutdruck vor und nach Einnahme eines Medikaments,

e Kraft in der linken und rechten Hand,

usw. Dabei interessiert man sich fiir die Unterschiede der beiden zusammengehorigen
Messungen (Gewichtsabnahme, Verlingerung der Reaktionszeit usw.).

Es seien dazu

U, U2y ..., Up
U1, V2y...,Un

die beiden Stichproben, wobei u; und v; am selben Objekt gemessen wurden. Zu unter-
suchen sind die Unterschiede

Ti = Ui — V4, 221,,71

Dies geschieht dadurch, dass man auf die Grossen x1,...,x, den t-Test anwendet.

Beim zweiseitigen Test lauten die Hypothesen™
Ho: p=0, Hy:p#0.

Dabei ist p der Erwartungswert der Zufallsgrosse X = Differenz der beiden Messwerte.
Die Nullhypothese besagt also einfach, es sei keine Verdnderung eingetreten; die Alter-
nativhypothese besagt, es sei ein Unterschied (Anderung nach oben oder nach unten)
festzustellen.

Beim einseitigen Test haben wir die Varianten
» Ho:pu<0, Hy:pu>0
4 Ho:pu>0, Hy:pu<O.

Eine Ablehnung von #H, im ersten Fall (») besagt, dass die Differenzen v — v im Ges-
amten gesehen positiv sind, d.h., dass beim Ubergang von den u-Werten zu den v-Werten
eine Abnahme stattgefunden hat. Analog fiir den zweiten Fall («).

Beispiel 9.2.5.A
Wirkung eines fiebersenkenden Medikaments. In der folgenden Tabelle ist die

Korpertemperatur von 10 Patientinnen im Zeitpunkt der Einnahme und drei Stunden
nachher angegeben.

* Hier findet die Bezeichnung “Nullhypothese” eine gewisse Begriindung.
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Nummer des Temperatur Temperatur Temperatur-
Patientin bei Einnahme nach 3 Std. abnahme

{ U; v; Ti = U; — V;

1 39.1 38.7 0.4

2 38.3 38.1 0.2

3 37.6 37.9 —-0.3

4 38.0 37.5 0.5

) 40.1 39.2 0.9

6 39.5 39.1 0.4

7 38.7 38.7 0.0

8 37.9 37.5 0.4

9 39.2 38.2 1.0

10 38.0 374 0.6

Die Temperatur bei der Einnahme entspricht also den u-Werten, jene nach drei
Stunden den v-Werten. Eine Abnahme der Temperatur in diesem Zeitraum ergibt daher
positive x-Werte. Der bei Nr. 3 auftretende negative Wert beschreibt eine Temperatur-
erhohung.

Wenn wir nachweisen mochten, dass die Temperatur bei Anwendung des Medikam-
ents gesenkt wird, miissen wir einseitig testen und zeigen, dass die z-Werte im Mittel
positiv sind. Mit derselben Uberlegung wie in (9.2.4) wéahlen wir als Nullhypothese die
gegenteilige Aussage (die wir dann im optimalen Fall ablehnen konnen). Also ist

Ho: p<0, Hy:p>0.

Aus den z; (i =1,...,10) berechnet man sofort

z—-0 0.41

5o~ 0azaa o0

=041, s=03872, s;=0.1224, t=

(Die Null in der Formel fiir ¢ kommt von der Nullhypothese her.)

Wir wéhlen « = 5% und miissen, da wir einseitig testen, den zu 10% (und dem
Freiheitsgrad 10 — 1 = 9) gehorenden kritischen Wert nachschlagen. Er betrégt 1.833.
Da t = 3.350 > 1.833 = ta, ist, konnen wir nach (9.2.1.E.2) (Variante ») die Null-
hypothese ablehnen und die Alternativhypothese (H; : p > 0) akzeptieren. Das Mittel
hat (bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%) eine fiebersenkende Wirkung.

Wir hétten sogar auf dem 1%-Niveau mit to, = tg.02 = 2.821 < 3.350 = ¢ immer
noch Signifikanz erhalten. X



298 9.2. Der t-Test fiir eine Stichprobe

(9.2.6) Zusammenhang mit dem Konfidenzintervall

Schon die Tatsache, dass sowohl beim t-Test als auch bei der Berechnung des Konfidenzintervalls
die t-Verteilung vorkommt, legt den Gedanken nahe, dass ein Zusammenhang zwischen den beiden
Themen bestehen wird. Dies ist in der Tat der Fall.

Wir stellen uns dazu die Frage, wann beim zweiseitigen t-Test die Testgrosse t in den Annahme-
bereich fallt. Dieser ist durch die Beziehung

[t| <tomnm—1 oder gleichwertig —tq 1 <t <ty n_1

gegeben. Setzen wir fiir ¢ die Formel ein, erhalten wir

_toz,n—l < < toz,n—l .
Sz
Aquivalent dazu (Vorzeichenwechsel!) ist
HO — T
_toz,n—l < < ta,n—l .
Sz

Multiplikation mit sz und anschliessende Addition von Z fiihrt auf

T —tlan-15z <o <T+ilgn-15z -

Bis auf etwas andere Bezeichnungen ist dies aber genau die Formel fiir das Konfidenzintervall (8.4.1).
Mit andern Worten: Wir akzeptieren Hy genau dann, wenn der in dieser Hypothese vorkommende
Wert pg im Konfidenzintervall liegt, das via  und sz durch die Stichprobe bestimmt wird, wobei fiir
die Vertrauenswahrscheinlichkeit @ gilt: Q =1 — a.

Wir illustrieren den Sachverhalt am in (9.2.2) durchgefiihrten Test. Mit
7 =691, sz=04333, o5 = 2.262
erhalten wir fiir das Konfidenzintervall (o = 5%, Q = 95%)
% — to.0552, T + to.055z] = [68.12, 70.08] .

Der Wert pg = 70 liegt noch in diesem Intervall; wir miissen also Hg : u = 70 akzeptieren (kein Anlass
zur Verwerfung), dies in Ubereinstimmung mit (9.2.2).
Mit einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 90% (d.h. a« = 10%) dagegen verkleinert sich das
Intervall wegen tq 1 = 1.833 auf
[68.31, 69.89] .

Jetzt liegt pug = 70 nicht mehr in diesem Intervall; in der Tat konnten wir in (9.2.2) die Nullhypothese
auf dem Niveau 10% ablehnen.

Diese Ubereinstimmung soll aber nicht dariiber hinwegtiuschen, dass Vertrauensintervall und
t-Test verschiedene Funktionen haben:

e Vertrauensintervall: Angabe einer “Bandbreite” fiir den unbekannten Parameter p.
e t-Test: Priifung, ob ein angenommener Erwartungswert pg mit der Stichprobe vertraglich ist.
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9.3. DER 7-TEST FUR ZWEI UNABHANGIGE STICHPROBEN

(9.3.1) Beschreibung des Tests

A. Fragestellung

Sind die Erwartungswerte p, po zweier Grundgesamtheiten gleich oder verschie-
den?

B. Nullhypothese/Alternativhypothese beim zweiseiticen Test

Ho @ p1 = p2,
Hi: o # po.

C. Voraussetzungen

1. Die Grundgesamtheit besteht aus Messwerten (im Gegensatz zu Zahlwerten),
welche — wenigstens im Prinzip — stetig verteilt sind.

2. Die beiden Grundgesamtheiten sind normal verteilt und haben dieselbe (wenn
auch unbekannte) Varianz. Kleinere Abweichungen sowohl der Varianzen als
auch von der Normalitat werden in der Praxis in Kauf genommen.

3. Der ersten Grundgesamtheit (mit Erwartungswert pq) ist eine Stichprobe

L1, 25+, Tm
vom Umfang m, der zweiten (mit Erwartungswert ps) eine Stichprobe

Y1, Y25+, Yn
vom Umfang n entnommen worden.

D. Vorgehen beim zweiseitigen Test

1. Man wéhlt ein Signifikanzniveau «, z.B. o = 0.05, und bestimmt aus der
Tabelle (6.2.6) (¢-Verteilung) den zu « und zum Freiheitsgrad m + n — 2
gehorenden kritischen Wert ¢, ,,—1, kurz mit ¢, bezeichnet.

2. Testgrosse
Anhand der Stichprobe berechnet man die Zahl

t = Ty
\/ 1 1\ Suz+Syy
G s
m n/m-+n-—2
1< 1< s -
mit = — xi,g:_ yZ7Sajw: xi_i.27s - yl_gz
m 2 T 2 S = 2 = S = )

(Vgl. (2.2.3.7.a) fiir die Bezeichnungen S;, Sy, .)
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3. Entscheidungsregel

o Falls |t| > t, ist, so wird Ho verworfen: Die Stichprobe lasst den Schluss
zu, dass 7 signifikant verschieden von pus ist.

e Falls |t| < t, ist, so besteht aufgrund der Stichprobe kein Anlass, Hg zu

verwerfen.

E. Bemerkungen

Einseitiger Test: Dieser Test kann auch einseitig angewandt werden. Es geht dann

um die Frage, ob der eine Erwartungswert grosser als der andere sei. Die Test-
grosse t wird genau gleich berechnet. Es andern sich aber der kritische Wert und
die Entscheidungsregel. Das Signifikanzniveau sei wiederum «. Man schliesst wie
folgt:

» Mit den Hypothesen

Ho: pr <po, Hi:opr > po

wird Hy verworfen, wenn t > to, ist.

<« Mit den Hypothesen

Ho: p1 > p2, Hi:opr <pg

wird Hg verworfen, wenn t < —to,, ist.

(9.3.2) Ein erstes Beispiel

Beispiel 9.3.2.A
Wir iibernehmen Beispiel 8.1.2.B.

Bei der Ziichtung einer neuen Kartoffelsorte fand man in 7 bzw. 6 Versuchsackern
die folgenden Ertrage (in kg pro Are):

Alte Sorte (“Alt”) | 410 420 430 440 450 450 480
Neue Sorte (“Neu”) | 440 450 455 480 490 505

Der Ziichter mochte natiirlich gerne nachweisen, dass die neue Sorte tatsachlich bessere
Ertrage liefert.

Hier liegen (vgl. auch (8.1.3)) zwei Populationen vor, ndmlich alle Ackerstiicke, die
mit der Sorte “Alt” bzw. der Sorte “Neu” bepflanzt worden sind. Dazu gehoren zwei
Grundgesamtheiten, namlich die jeweiligen Ertrage pro Hektare.

Mit g1 (bzw. ps) bezeichnen wir den Erwartungswert der Grundgesamtheit “Alt”
(bzw. “Neu”), d.h., die mittleren Ertrage pro Hektare der alten bzw. der neuen Sorte,
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bezogen auf die gesamten Populationen. Wir mochten zur Freude des Ziichters belegen,
dass pu1 < pg ist. Wir testen deshalb sicher einseitig. Wie tiblich beachten wir, dass wir
als starkstes Resultat eines Tests die Nullhypothese ablehnen und die Alternativhypoth-
ese akzeptieren konnen. Wir setzen daher

Ho : p1 > po, Hi:pr <pg.
(Variante « von (9.3.1.E).)

Die Stichproben stehen in den beiden Zeilen der Tabelle; in der oberen die Werte
r1, Ta,...,Tm, in der unteren die Werte w1, yo,...,yn. Hier ist also m = 7, n =
6. Die beiden Stichproben haben nichts miteinander zu tun, es handelt sich daher
um unabhéngige Stichproben, im Gegensatz zu den in (9.2.5) besprochenen gepaarten
Stichproben.

Durch Einsetzen in die Formeln berechnet man ohne grosse Miihe
T = 440, y = 470, S, = 3200, Sy, = 3250 .

Ein kleiner Tipp zur Beniitzung eines Rechners: Dieser wird meist keine Taste fiir Sy haben,
wohl aber eine fur die Standardabweichung s (bezogen auf die z-Werte). Nach Definition von s ist aber
Szz = (m — 1)s2; analog natiirlich fiir die y-Werte.

Nun bestimmen wir die Testgrosse

T—7 B 440 — 470 B
\/(l n l) Sex + Syy \/(1 N 1) 3200 + 3250
m n/m-+n-—2 7 6/ 7T4+6-—2

Der Freiheitsgrad ist gleich 7+ 6 — 2 = 11. Wenn wir das Signifikanzniveau o = 5%

coo= —2.2268 .

wéhlen, dann miissen wir, da wir einseitig testen, in der Tabelle (6.2.6) den Wert to,, =
t0.1,11 nachschlagen. Er ist gleich 1.796, und daher ist ¢ < —t5,. Die Entscheidungsregel
in (9.3.1.E), Variante <, erlaubt die Verwerfung von Hy. Wir akzeptieren daher die
Alternativhypothese Hy : 1 < o, die konkret besagt, dass der Ertrag der neuen Sorte
tatsachlich grosser als jener der alten Sorte ist.

Beim Signifikanzniveau o = 1% aber ist der kritische Wert t¢.92,11 = 2.718. Nun
ist ¢ > —2.718, und wir konnen Hgy nicht ablehnen. Die verschiedenen Konklusionen
widersprechen sich selbstverstandlich nicht. Im ersten Fall (a« = 5%) lehnen wir H,
ab. Dabei konnen wir uns aber mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% irren. Wenn wir
sicherer sein und die Irrtumswahrscheinlichkeit auf 1% senken wollen, dann diirfen wir
‘Ho nicht ablehnen; wir haben dann keinen Grund zur Annahme, die neue Sorte liefere
hohere Ertréage.

Der theoretische Hintergrund, den wir ohne Beweis anfiihren, ist der, dass die obige,
recht komplizierte, Testgrosse ¢ die Realisierung einer Zufallsgrosse ist, welche einer t-
Verteilung mit Freiheitsgrad m + n — 2 gehorcht, was die Verwendung der Tabelle fiir
die t-Verteilung erklart.
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An diesem Beispiel kann man nochmals die Wahl der Hypothesen beim einseitigen Test illustrieren.
Waéhlen wir die Variante
> Ho:pp <pe, Hi:pg >po,

so kénnen wir Hgq sicher nicht zuriickweisen (die negative Zahl ¢ = —2.2268 ist gewiss nicht > to, =
1.796). Dieses Resultat spricht einfach nicht gegen Hqg : p1 < p9, ist aber auch kein Beweis fiir die
Richtigkeit der Nullhypothese. Mit der Variante <« haben wir aber gezeigt, dass die Annahme des
Gegenteils (u1 > p9) auf einen Widerspruch (genauer: auf ein sehr unwahrscheinliches Ereignis) fiihrt;
als positive Folgerung durften wir weiter oben die dortige H{ (u1 < po) annehmen.

(9.3.3) Ein zweites Beispiel

Beispiel 9.3.3.A

Eine Untersuchung befasste sich mit der Brenndauer von Batterien. Wir geben hier

nicht die einzelnen Daten, sondern gleich die relevanten Masszahlen an:

e Eine Stichprobe von 60 Batterien der Marke X ergab einen Durchschnitt von z = 20
Stunden, ferner war S,, = 55.

e Eine entsprechende Stichprobe bestehend aus 40 Batterien der Marke ) lieferte die
Werte y = 19.7, S, = 35.

Wir fragen uns, ob ein Unterschied zwischen den beiden Marken bestehe. Diese
Fragestellung ist zweiseitig, deshalb lauten die Hypothesen

Ho: pr=p2, Hi:p #po.
Mit den gegebenen Daten konnen wir die Testgrosse berechnen:
-y B 20 —19.7

\/<1+1>Sm+Syy \/<i+i> 55+ 35

m n/m+n-—2 60  40/60440 -2
Mit dem Signifikanzniveau 5% ist der kritische Wert fiir o« = 0.05 und fiir m +n — 2 =
60 + 40 — 2 = 98 zu ermitteln. Da unsere Tabelle den Wert fiir Freiheitsgrad 98 nicht
enthélt, ersetzen wir ihn bedenkenlos durch jenen fiir 100 (die Werte fiir 90 und 100 sind

ja fast gleich) und finden daher ¢, = 1.984. Mit dem berechneten Wert von ¢t = 1.534
konnen wir Ho nicht zuriickweisen; der Test liefert jedenfalls kein Argument gegen die

=...=1534.

Behauptung, die Brenndauer der beiden Marken X und ) sei gleich.
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9.4. DER \2-TEST

(9.4.1) Beschreibung des Tests

A. Fragestellung

Sind beobachtete Haufigkeiten z; mit theoretisch erwarteten Haufigkeiten ¢; ver-
traglich oder nicht vertraglich?

B. Nullhypothese/Alternativhypothese

Ho: Die Stichprobe stammt aus einer Grundgesamtheit mit einer bestimmten
gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

H;: Sie stammt nicht daraus.

C. Voraussetzungen

1. Die beobachteten Gréssen sind absolute Haufigkeiten. Es handelt sich um
Anzahlen (Zahlwerte).

2. Es liegen n Beobachtungen vor (Stichprobe vom Umfang n). Diese werden
in k Klassen eingeteilt, und x; (i = 1,...,k) sei die Anzahl Werte, welche
in die i-te Klasse fallen (beobachtete Haufigkeiten). Ferner sei ¢; die Anzahl
der Werte, welche gemass der theoretisch vorgegebenen Verteilung zu dieser
i-ten Klasse gehoren miissten (erwartete oder theoretische Haufigkeiten).

3. Die erwarteten Haufigkeiten t; sind alle > 5.

D. Vorgehen
1. Man wahlt ein Signifikanzniveau « und bestimmt aus der Tabelle (6.2.4) den
zu o und dem Freiheitsgrad v gehorenden kritischen Wert x2,, = x2.
Der Freiheitsgrad v ist gegeben durch die Anzahl der Klassen, abziiglich
der Anzahl der linearen Beziehungen, welche zwischen den x; bestehen und
abziiglich der Anzahl der aus der Stichprobe geschatzten Parameter.

2. Testgrosse
Anhand der Stichprobe und der erwarteten Haufigkeiten berechnet man die

Zahl
i i (beob — erw)

=1 =1

2

3. Entscheidungsregel

e Falls x* > 72, , ist, so wird Ho verworfen: Die Stichprobe stammt nicht
aus einer Grundgesamtheit mit der vorgegebenen Verteilung.

e Falls x2 < XQV ist, so besteht aufgrund der Stichprobe kein Anlass, H
zu verwerfen.
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E. Bemerkungen
1. Die theoretischen Haufigkeiten ¢; werden mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten
berechnet, welche sich ihrerseits aus der gemass Hg erwarteten Verteilung
ergeben. Deshalb sind die ¢; in der Regel keine ganzen Zahlen. Sie sind aber
nicht zu runden.

2. Falls die theoretischen Haufigkeiten zu klein sind (vgl. (9.4.1.C.3)), legt man
benachbarte Klassen zusammen (d.h., man addiert deren Haufigkeiten), bis
alle entstandenen Haufigkeiten > 5 sind. (Es handelt sich hier um eine
Faustregel, die in der Literatur auch in etwas abgewandelter Form auftritt.)

3. Der x2-Test hat viele Erscheinungsformen. Deshalb ist diese Beschreibung
notwendigerweise recht allgemein gehalten, insbesondere, was die Erlaute-
rung des Freiheitsgrades angeht. Es ist deshalb sinnvoll, sich die verschied-
enen Varianten anhand der Beispiele zu merken.

4. Das Symbol x? wird “Chi-Quadrat” ausgesprochen.

(9.4.2) Die x2-Verteilung

Der y2-Test beruht auf folgenden theoretischen Grundlagen:
Die geméss (9.4.1.D.2) berechnete Testgrosse
k 9 k
2 (wg —t;)° (beob — erw)

folgt unter der Annahme, dass H richtig ist, einer Verteilung, die mit wachsendem

2

Stichprobenumfang n gegen die so genannte y2- Verteilung strebt. Die Anwendung die-
ser Verteilung hat demnach approximativen Charakter, was sich speziell fiir kleine n
auswirkt. Deshalb diirfen die erwarteten Haufigkeiten nicht zu klein sein (9.4.1.C.3).

Wir besprechen nun kurz, was hinter den x2-Verteilungen steckt (wir verwenden
den Plural, da es fiir jeden Freiheitsgrad eine solche Verteilung gibt). Es handelt sich
dabei um stetige Verteilungen.

Man geht von der Voraussetzung aus, dass v Zufallsgrossen X, Xo,..., X, gegeben
sind, welche alle der Standard-Normalverteilung N(0;1) folgen. Wir bilden jetzt die
neue Zufallsgrosse™

X’ =X +...+ X2,
deren Verteilung, welche nun eben die y2-Verteilung mit Freiheitsgrad v genannt wird,
bestimmt werden muss. (Ein dhnliches Problem stellte sich im Zusammenhang mit
der t-Verteilung in (8.3).) Die zugehdrigen Rechnungen kénnen hier nicht durchgefiihrt
werden, immerhin soll das Ergebnis erwahnt sein:

* Das fette X2 bezeichnet hier die Zufallsgrosse, das normale x2 die Realisierung. Fiir diese Unter-
scheidung haben wir sonst Gross- und Kleinbuchstaben verwendet.
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Die Dichtefunktion f(x) der x2-Verteilung mit v Freiheitsgraden ist gegeben durch
!

f(x):{C,,e_ x? x>0

0 <0

N8

Dabei ist C, eine Konstante, die hier nicht explizit genannt zu werden braucht. Sie

/_O;f(:z;)dle

ist, wie es bei einer Dichtefunktion sein muss (siche (4.3.3)).

bewirkt, dass

Infolgedessen ist
PO <a)= [ rwar.

Hier sehen Sie die Graphen der Dichtefunktionen mit v = 1 bis 4:

0.5 L =9
v=1
0.4 —
0.3
v=3
0.2
v=4
0.1
I I I I I I I I ’
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Wie schon bei der t-Verteilung interessieren uns nicht so sehr die Werte der Dichte-
funktion f(z) oder der Verteilungsfunktion F(z) = P(x? < z), sondern hauptsiichlich
die kritischen Werte. Die Dichtefunktion nimmt fiir x < 0 den Wert 0 an. In diesem
Buch ist der Verwerfungsbereich immer “gegen oben”, wie wir gleich nachfolgend illustr-
ieren werden. Fiir die y2-Verteilung mit Freiheitsgrad v ist der kritische Wert ng =2
definiert durch die Forderung, dass

PX*=2x2,)=«a

ist. Der Inhalt des hervorgehobenen Flachenstiicks ist also = a.
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Diese kritischen Werte sind in der Tabelle (6.2.4) aufgefiihrt. In den néchsten Ab-
schnitten werden verschiedene Anwendungen des x?-Tests gegeben.

Die in den Abschnitten (9.4.3) und (9.4.4) vorgestellten Tests heissen auch y?-
Anpassungstests, da es um die Frage geht, wie gut sich gegebene Daten an eine theoreti-
sche Verteilung anpassen. In (9.4.5) folgt dann noch ein Beispiel eines x2-Unabhéngig-
keitstests, wo die Unabhangigkeit von Merkmalen untersucht wird.

(9.4.3) Priifung von Anzahlen auf eine gegebene Verteilung

Beispiel 9.4.3.A

Zur Priifung eines Wiirfels werden 60 Wiirfe ausgefiihrt. Die beobachteten abso-

luten Haufigkeiten sind

Augenzahl | 1 2
Haufigkeit | 8§ 14

3 4
8 4 10 16
Theoretisch erwartet man natiirlich, dass jede Augenzahl mit der Haufigkeit 10 auftritt.

Man spricht hier von einer diskreten Gleichverteilung (vgl. (5.4)). Wir stellen deshalb
die folgende Nullhypothese auf:

Ho : Die untersuchten Haufigkeiten folgen einer diskreten Gleichverteilung.

Etwas anschaulicher (aber gleichwertig) wére die Nullhypothese “der Wiirfel ist
unverfalscht”.

Wie in (9.4.1.C) angegeben, bezeichnen wir die beobachteten Haufigkeiten mit
x1,..., g, die theoretischen dagegen mit ¢1,...,t5. Die Anzahl der Klassen ist also
k = 6, wahrend der Umfang der Stichprobe n = 60 betragt. Die beobachteten Hauf-
igkeiten sind gegeben. Fiir die Berechnung der theoretischen Haufigkeiten gehen wir
davon aus, dass Ho (Gleichverteilung) zutrifft; es folgt dann sofort, dass alle ¢; gleich
sind, namlich = 10.

Zur Berechnung der Testgrosse stellen wir — weil es sich um das erste Beispiel
handelt — der Ubersichtlichkeit halber folgende Tabelle auf:

2
) Z; ti (i —t;)? (; ; t:)
1 8 10 4 0.4

2 14 10 16 1.6

3 8 10 4 0.4

4 4 10 36 3.6

5 10 10 0 0.0

6 16 10 36 3.6
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Durch Addition der Zahlen in der letzten Kolonne finden wir den Wert der Testgrosse

e

=1 =1

)2 i (beob — erW)2 _96.

Nun ist noch der kritische Wert zu bestimmen. Dazu benotigt man den Freiheitsgrad v.
Wenn es wie hier um die Anpassung an eine Verteilung* geht, dann bestimmt er sich
nach der Regel

Freiheitsgrad = Anzahl Klassen — 1
v=~k—-1

Begriindung im Hinblick auf 9.4.1.D.1: Da total 60 Wiirfe und 6 Klassen vorliegen, sind nur 5 der
Haufigkeiten frei wahlbar. Die sechste ist dann festgelegt, da die Summe der Haufigkeiten = 60 sein
muss: 1 + 22 + ...+ xg = 60. Dies ist eine “lineare Beziehung”, da alle Grossen nur in der 1. Potenz
vorkommen.

In unserem Fall ist also v = 5. Mit a = 5% entnimmt man der Tabelle (6.2.4) den

oy 2 _ 2 . . 2 . . . .
kritischen Wert 7 = 11.070. Wegen x* = 9.6 < 11.07 = xZ liegt keine Signifikanz
vor. Wir diirfen die Nullhypothese, die besagt, dass eine Gleichverteilung (bzw. ein
unverfilschter Wiirfel) vorliegt, nicht zurtickweisen. Mit andern Worten: Auch bei
einem korrekten Wiirfel ist ein solches Ergebnis in mehr als 5% aller Fille zu erwarten.

Etwas anders sieht die Sache mit o = 10% aus. Hier ist x2 = 9.236, und somit gilt
x% > x2. Auf diesem Niveau diirfen wir die Nullhypothese ablehnen und behaupten, der
Wiirfel sei verfalscht, wobei aber die Irrtumswahrscheinlichkeit fiir diese Behauptung
10% betragt. X

Bemerkungen

1) Wir kénnen nun auch den anschaulichen Sinn hinter der Testgrosse x? erkennen.
Es leuchtet ein, dass die Abweichungen x; — t; zwischen den beobachteten und den
erwarteten Haufigkeiten zu untersuchen sind. Sicher muss das Vorzeichen wegge-
schafft werden, und wie wir schon frither — etwa in (2.2.3.7.a) — gesehen haben,
pflegt man dies durch Quadrieren zu tun. Schliesslich darf aber die Abweichung
nicht absolut betrachtet, sondern muss in Beziehung zu den untersuchten Hé&u-
figkeiten, also relativ, gesehen werden. Deshalb dividiert man durch #; und erhalt
so die Summanden (z; — t;)?/t;.

2) Es ist aufgrund der Definition klar, dass y? umso grésser wird, je mehr die beob-
achteten Haufigkeiten von den erwarteten abweichen. Deshalb sind grosse Werte

* Ohne geschitzte Parameter, vgl. hierzu (9.4.4).
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von x? verdichtig, und wie iiblich gibt der kritische Wert x2 gerade die Grenze
zwischen “verdachtig” und “unverdachtig” an.

3) Schliesslich sei noch dringend darauf hingewiesen, dass die Nullhypothese
Ho : Die Haufigkeiten sind nicht gleich verteilt

nicht verwendet werden kann. Unter dieser Annahme lassen sich namlich die fiir die
Testgrosse bendtigten erwarteten Haufigkeiten gar nicht berechnen, vgl. (9.1.6) fiir
eine &hnliche Situation. Wie in (9.4.1.B) vorgeschrieben, sagt die Nullhypothese
stets (also auch in allen folgenden Beispielen) aus, dass eine bestimmte Verteilung
vorliegt (und eben nicht, dass sie nicht vorliegt).

Beispiel 9.4.3.B

Kreuzt man weiss blithende (Genotyp WW) und rot blithende (Genotyp RR) Erb-
sen, so erhalt man lauter rosa blithende Pflanzen. Kreuzt man dann rosa blithende

Pflanzen untereinander, so sollten nach den MENDELschen Regeln rot, rosa und weiss
blithende Erbsen im Verhaltnis 1:2:1 auftreten. Ein Versuch ergab die Haufigkeiten 52,
107 und 41. Halten sich diese Abweichungen im Zufallsbereich?

Da es sich um einen Vergleich von Haufigkeiten handelt, konnen wir den y2-Test
anwenden. Die Nullhypothese lautet hier, dass die Stichprobe aus einer Grundgesamt-
heit von Pflanzen stammt, in der die Verteilung der drei Merkmale (rot, rosa, weiss)
durch das Verhaltnis 1:2:1 bestimmt ist. Konkreter liesse sich auch sagen, dass hier die
MENDELschen Regeln gelten.

Es liegen total n = 52 4+ 107 + 41 = 200 Beobachtungen vor, aufgeteilt auf drei
Klassen (k = 3). Gilt die Nullhypothese, so erwartet man 50 rot, 100 rosa und 50 weiss
blithende Pflanzen. Man hat also

Tr1 = 52, To = 107, Tr3 = 41
t1 =50, o =100, t3=250

und berechnet daraus

, (52502 (107 —100)2 (41 — 50)
_ —219.
X 50 100 50

Nach der im Beispiel 9.4.3.A angegebenen Regel ist der Freiheitsgrad v = 3 — 1 = 2.
Fiir o = 0.05 finden wir x2 = 5.991. Wegen x? < x2 besteht aufgrund der Stichprobe
kein Anlass, Hg zu verwerfen. Das Versuchsergebnis steht nicht im Widerspruch zu den
MENDELschen Regeln, kann aber auch nicht als Beweis dafiir aufgefasst werden. X

Beispiel 9.4.3.C

Eine statistische Untersuchung von Familien mit 3 Kindern ergab folgende Werte:

Anzahl k der Médchen | 0 1 2 3
Anzahl Familien mit k¥ Madchen | 15 60 95 30
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Wir erwarten hier eine Binomialverteilung (siehe (4.2.2)) mit p=¢ =1 und n = 3. (In
diesem Beispiel bezeichnet n wie bei der Binomialverteilung iiblich, aber im Gegensatz
zu den Bezeichnungen in (9.4.1), die Anzahl der Klassen; n ist also nicht etwa = 200.)
Stimmt das wirklich? Wir formulieren die Nullhypothese

Ho : Die Stichprobe stammt aus einer Grundgesamtheit, welche binomial verteilt

ist, mit den Parametern n =3, p =q = %

Mit der bekannten Formel (X bezeichnet die Anzahl der Médchen)

P(X =k) = (Z)pkqn_k, k=0,1,2,3

berechnet man sofort die Wahrscheinlichkeiten

Durch Multiplikation dieser Wahrscheinlichkeiten mit dem Umfang 200 der Stichprobe
erhalten wir (wiederum unter Verwendung der Nullhypothese!) die erwarteten Hauf-
igkeiten t¢;, die wir zusammen mit den beobachteten Werten x; angeben:

z; | 15 60 95 30
t; | 25 75 75 25

Daraus berechnet sich die Testgrosse

. (15-25)2 (60 —75)% (95—75)2 (30— 25)2
X 55 75 T 15 T o5

Mit v =4 —1 =3 und a = 5% ist x2 = 7.815. Wegen x? > x2 konnen wir die
Nullhypothese ablehnen und (natiirlich immer unter Beriicksichtigung des Fehlers 1. Art
(9.1.9)) sagen, dass die Grundgesamtheit nicht wie behauptet einer Binomialverteilung
mit p = % folgt. K

(9.4.4) Priifung auf eine gegebene Verteilung mit geschitzten Parametern

Im letzten Beispiel des vorangegangenen Abschnitts haben wir gepriift, ob eine
Binomialverteilung mit einem gegebenen Parameter, namlich p = % vorliegt. Eine
andere Frage ist die, ob einfach eine Binomialverteilung vorliege, ohne dass iiber den
Parameter p zum vornherein ndhere Angaben gemacht werden. Analoge Fragestellungen
konnen natiirlich auch bei andern Verteilungen auftreten; wir werden hier Beispiele zur
Poisson- und zur Normalverteilung behandeln. Zuerst aber sehen wir uns die Daten aus

Beispiel 9.4.3.C von einem andern Blickwinkel aus nochmals an.
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Beispiel 9.4.4.A Priifung auf Binomialverteilung

Wir verwenden dieselben Daten wie in Beispiel 9.4.3.C:

Anzahl k der Médchen 0 1 2 3
Anzahl Familien mit & Madchen | 15 60 95 30

Wir formulieren nun aber die Nullhypothese anders als vorher:

Ho : Die Stichprobe stammt aus einer Grundgesamtheit, welche binomial verteilt
ist.
Wir treffen also keine Annahme iiber den Parameter p (der andere Parameter
n = 3 ist natiirlich gegeben). Um weiter zu kommen, miissen wir nun den Parameter
p schétzen. Da in der Tabelle die Anzahl der Madchen angegeben ist, ist p die Wahr-
scheinlichkeit einer Madchengeburt. Der Tabelle entnimmt man, dass von den total
200 - 3 = 600 Kindern

15-04+60-1+95-2+30-3 =340

Maéadchen waren. Aufgrund der Stichprobe wird man annehmen, der Méadchenanteil in
der gesamten Population sei 340/600 und man wird die Schitzung

340

p

verwenden.
Wie oben verwenden wir nun die Formel

P(X = k)= (Z)p’“q"—’“, k=0,1,23,

diesmal mit p = 0.5667, ¢ = 0.4333 und finden
P(X =0)=0.0813, P(X =1) =0.3192, P(X =2) =0.4175, P(X =3) =0.1820 .

Multiplikation mit n = 200 ergibt die theoretischen Haufigkeiten ¢; geméss folgender

Tabelle:
z; | 15 60 95 30

171 | 16.26 63.84 83.50 36.40

Die theoretischen Haufigkeiten sind hier keine ganzen Zahlen mehr; man soll sie aber
nicht auf- oder abrunden, sondern in dieser Form weiter verwenden, vgl. (9.4.1.E.1).
Die Testgrosse x? berechnet sich zu

5, (15 —16.26)2 (60 —63.84)2 (95 —83.50)%> (30 — 36.40)>

X'=""1626 T 6384 " s3s0 3640 0377
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Nun zur Bestimmung des Freiheitsgrades. Bei einen x2?-Test mit geschiitzten Para-
metern gilt die Regel (vgl. auch (9.4.1.D.1))

Freiheitsgrad = Anzahl Klassen — Anzahl geschéatzter Parameter — 1.

In unserem Falle ist v =4 —1 — 1 = 2, da ein Parameter geschatzt wurde. Mit
a = 5% liefert die Tabelle den kritischen Wert x2 = 5.991. Wegen x? < x2 kénnen
wir die Nullhypothese nicht verwerfen. Die Stichprobe spricht nicht dagegen, dass die
Grundgesamtheit binomial verteilt ist. X

Kommentar

Wodurch unterscheiden sich die beiden Beispiele? Die Nullhypothese von 9.4.3.C
(“es liegt eine Binomialverteilung mit p = % vor”) besagt mehr als jene von 9.4.4.A (“es
liegt eine Binomialverteilung vor”) und ist deshalb leichter zuriickzuweisen. In der Tat
konnten wir im ersten Fall die Nullhypothese ablehnen, im zweiten nicht.

Beispiel 9.4.4.B Priifung auf Poisson-Verteilung

Wir beniitzen die Daten aus Beispiel 8.1.2.D, das hier wiederholt sei:

Im Jahre 1910 zdhlten RUTHERFORD und GEIGER wahrend 326 Minuten die Zerfélle
bei einem radioaktiven Poloniumpréaparat, und zwar wurde diese Zeitspanne in Intervalle
von 7.5 Sekunden Lénge aufgeteilt. In der folgenden Tabelle ist die Anzahl der Intervalle
angegeben, in denen 0, 1, 2, ... Zerfalle erfolgten:

Anzahl Zerfélle | o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 >15
Anzahl Intervalle | 97 203 383 525 532 408 273 139 452710 4 0 1 1 O

Kann man aufgrund dieser Daten annehmen, dass die Zahl der Zerfalle einer Poisson-
Verteilung folgt?
Zur Klarung dieser Frage werden wir die Hypothese

Ho : Die Grundgesamtheit folgt einer Poisson-Verteilung

mit einem y?-Test untersuchen.

Da wir den Parameter A der Poisson-Verteilung nicht kennen, miissen wir ihn
schétzen. Nun wissen wir aber aus (7.3.3), dass A gerade der Erwartungswert der
Verteilung ist, und diesen schétzt man geméss (8.2.3) mit dem Durchschnitt Z der
Stichprobe. Die 326 Minuten Beobachtungsdauer ergeben total 2608 Zeitintervalle von
7.5 Sekunden Lange. Die Gesamtanzahl der Zerfélle berechnet man (Details seien Thnen
iberlassen) zu

57-0+203-1+383-2+525-3+...+13-1+14-1=10097 .
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Somit betrdgt die durchschnittliche Anzahl der Zerfille pro Zeitintervall (vgl. auch

(8.2.3))

10097
r=——— =3.872
T 2603 3.872 ,

und daher arbeiten wir mit dem geschatzten Wert A = 3.872. Mit Hilfe der iiblichen
Formel fiir die Wahrscheinlichkeiten einer Poisson-verteilten Zufallsgrosse

A
berechnet man nun mit etwas Fleiss die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) fir k =

0, 1,...,14. Multipliziert man diese noch mit 2608, der Anzahl der Intervalle, so kommt
man auf die theoretischen Haufigkeiten ¢;, gemass folgender Tabelle:

1 0 1 2 3 4 ) 6 7
T a7 203 383 525 532 408 273 139
ti 54.29 210.21 406.97 525.26 508.45 393.74 254.10 140.55

8 9 10 11 12 13 14 >15
45 27 10 4 0 1 1 0
68.03 29.27 11.33 3.99 1.29 0.38 0.10 0.04

Hier sind zwei Dinge zu beachten:

1. Die theoretische Haufigkeit fiir > 15 Zerfille ist nicht = 0, sondern 0.04. Diese
Zahl ergibt sich wenn man die Summe der theoretischen Haufigkeiten tq,..., ¢4,
namlich 2607.96, auf 2608 ergéanzt.

2. In (9.4.1.C.3/E.2) ist die Frage der zu kleinen Werte von ¢; erwdhnt worden. Wenn
gewisse t; < 5 sind, werden benachbarte Klassen zusammengelegt, bis die Haufigkeit
gross genug ist. Mit unsern Zahlen bedeutet dies, dass wir die Klassen ab i =
11 zusammenziehen miissen®. Wir erhalten dann eine Klasse mit beobachteter
Haufigkeit 44+ 040+ 1+ 140 = 6 und erwarteter Haufigkeit 3.99 + 1.29 4+ 0.38 +
0.10 4+ 0.04 = 5.80. Es bleiben dann noch 12 Klassen {ibrig:

:cz| 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 6
ti | 54.29 210.21 406.97 525.26 508.45 393.74 254.10 140.55 68.03 29.27 11.33 5.80

Mit etwas Fleiss berechnet man nun die Testgrosse

Y2 =12.96 .

* Ein anderes Beispiel: Bei fiinf Klassen mit den erwarteten Haufigkeiten 3.2, 3.1, 2.4, 2.3 und 2.2
wiirde man die ersten zwei und die letzten drei zusammenlegen.
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Da wir einen Parameter, namlich A, geschatzt haben, ist der Freiheitsgrad nach der
Regel aus Beispiel 9.4.4.A gleich 12 —1—1 = 10. Mit o = 0.05 finden wir x2 = 18.307.
Wir haben also keinen Anlass, Hg zu verwerfen. X

Beispiel 9.4.4.C Priifung auf Normalverteilung

In (2.2.2.3) haben wir die Gewichte von Kiiken angegeben. Kann man aufgrund
dieser Daten schliessen, dass die Grundgesamtheit (Gewichte aller zweiw6chigen Kiiken)
normal verteilt ist? Wir konnen die Hypothese

Ho : Die Gewichte folgen einer Normalverteilung

mit einem y2-Test priifen. Damit die einzelnen Klassen gross genug sind, beniitzen wir
nicht die Klasseneinteilung von Tabelle (2.2.2.3), sondern jene von (2.2.2.4):

Gewicht beob. Haufigkeit

< 90.5 2

90.5 - 95.5 3
95.5 — 100.5 10
100.5 — 105.5 18
105.5 - 110.5 12
110.5 — 115.5 4
> 115.5 1

Um zu kontrollieren, ob eine Normalverteilung vorliegt, miissen wir zuerst die Parameter
schétzen. Gemaéss (8.2.3) bzw. (8.2.4) wird p durch z und o durch s geschitzt. Da wir
die oben angegebene Klasseneinteilung verwenden, beniitzen wir konsequenterweise fiir
Z bzw. s die Formeln fiir zu Klassen gruppierte Daten. Nach (2.2.3.3.d) ist in diesem
Fall £ = 103.1, und nach (2.2.3.7.d) ist s = 6.267. Wir runden etwas und verwenden
hier die geschatzten Parameter

=103, 0=6.3.

Unter Verwendung der Nullhypothese, die besagt, dass eine Normalverteilung vor-
liegt, konnen wir nun berechnen, wieviele Werte theoretisch in den einzelnen Klassen
liegen miissten. Die Rechnungen sind etwas umstandlich; wir begniigen uns deshalb mit
dem Beispiel der Klasse 90.5 — 95.5. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine gemass
N(p;0?) verteilte Zufallsgrosse einen Wert im Intervall (90.5, 95.5] annimmt, ist nach
(5.10.4) gegeben durch

p=P(90.5 < X <95.5) = D, ,2(95.5) — D, ,2(90.5) .

Mit den angegebenen Werten von i und o berechnen sich die Werte der Verteilungs-
funktion ®,, ,» wie folgt (vgl. (5.10.3)):

95.5 — 103

,, ,2(95.5) = (P(T) — $(—1.19) = 0.1170
90.5 — 103

®,, 52(90.5) = (P(T) = $(—~1.98) = 0.0239 .
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Somit ist p = 0.1170 — 0.0239 = 0.0931. (Die Werte von ® kénnen durch Interpolation
aus der Tabelle (6.2.3) ermittelt werden.) Da total 50 Kiiken vorhanden sind, miissten
theoretisch in dieser Klasse 50 - p = 50 - 0.0931 = 4.65 Kiiken sein.

Ganz entsprechend geht man fiir die andern Klassen vor. Wir ersparen uns, wie
schon erwahnt, die Rechnungen und stellen die Resultate direkt in der folgenden Tabelle
dar. Immerhin sei noch darauf hingewiesen, dass fiir die erste Klasse die Wahrschein-
lichkeit ®,, ,2(90.5) ist; fiir die letzte Klasse ist 1 —®,, ,2(115.5). Wir erhalten Folgendes:

Gewicht beob. Haufigkeit erw. Haufigkeit
< 905 2 1.20

90.5 - 95.5 3 (° 4.65 }5'85
95.5 — 100.5 10 11.38
100.5 - 105.5 18 15.54
105.5 — 110.5 12 11.38
1105 - 115.5 4 4.65

> 1155 1 }5 1.20 }5'85

Die Symmetrie bei den erwarteten Haufigkeiten rithrt davon her, dass p = 103 genau in der Mitte
der mittleren Klasse liegt und spielt weiter keine Rolle.

Damit die theoretischen Haufigkeiten > 5 werden, haben wir noch die beiden ersten
bzw. die beiden letzten Klassen zusammengefasst, so dass total noch fiinf Klassen vor-
handen sind.

Mit diesen fiinf Klassen berechnen wir die Testgrosse y2:

5
beob — erw)?2
=3 (beob —erw)™ _ gy .

‘ erw
=1

Da fiinf Klassen und zwei geschéatzte Parameter da sind, ist der Freiheitsgrad gemaéss
der Regel aus Beispiel 9.4.4.A gleich 5 — 1 —2 = 2.

Mit o = 5% bestimmt man x2 = 5.991. Wegen x? < x2 kénnen wir die Null-
hypothese nicht zuriickweisen: Die Daten sprechen nicht gegen die Behauptung, die
Grundgesamtheit (d.h., das Gewicht von Kiiken) sei normal verteilt. X

(9.4.5) Priifung einer Vierfeldertafel

In einer Vierfeldertafel werden absolute Haufigkeiten nach zwei Merkmalen klassi-
fiziert, wobei jedes Merkmal zwei Auspragungen hat. Was das genau heisst, soll an zwei
Beispielen illustriert werden:

Beispiel 9.4.5.A

In einer grossen Firma werden 500 erwachsene Personen willkiirlich herausgegriffen

und nach ihren Rauchgewohnheiten befragt. Die Ergebnisse (R: Raucher(in), N:
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Nichtraucher(in)) werden in Abhéngigkeit vom Geschlecht (M: ménnlich, W: weiblich)
tabelliert (fiktive Zahlen). Ein &hnliche Tabelle haben wir schon in (3.5.2) angetroffen.

M w total
R 250 80 330
N 100 70 170
total 350 150 500

Eine solche Tabelle nennt man auch eine Vierfeldertafel.

Beispiel 9.4.5.B

Es geht darum, eine neue Therapie zu untersuchen. Die Patientengruppe A erhielt
die herkommliche Behandlung, die Gruppe B die neue. Der Erfolg ist in der unten
stehenden Vierfeldertabelle vermerkt:

A B total
nicht geheilt 28 22 50
geheilt 155 162 317
total 183 184 367

Diskussion der Beispiele

Im Beispiel 9.4.5.A liegt eine Stichprobe vom Umfang 500 vor. Von den in dieser
Stichprobe erfassten Mannern rauchen prozentual wesentlich mehr als bei den Frauen
(71.4% bei den Ménnern, 53.3% bei den Frauen). Aufgrund der Stichprobe wird man
also annehmen, dass die Rauchgewohnheiten vom Geschlecht abhéngig sind, und zwar
nicht nur fiir die Personen in der Stichprobe (wo diese Behauptung unanfechtbar ist),
sondern fiir die ganze Population, d.h., fiir alle Beschaftigten der Firma. Diese verall-
gemeinernde Behauptung (Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit) muss
nun aber durch einen statistischen Test nachgepriift werden. Es wird sich weiter unten
herausstellen, dass die Behauptung (im Rahmen der Irrtumswahrscheinlichkeit) zuléssig
ist.

Ahnlich ist die Situation im Beispiel 9.4.5.B. Die Tabelle hinterldsst den Eindruck,
die neue Behandlung B sei etwas besser. Darf man diese Schlussfolgerung von der
Stichprobe auf die Allgemeinheit {ibertragen? Der statistische Test gibt die Antwort.
Wir werden sehen, dass in diesem Beispiel aufgrund der Daten nicht geschlossen werden

darf, die neue Therapie sei besser.

Allgemein gesehen geht es darum, nachzupriifen, ob die in den Zeilen der Vierfelder-
tafel aufgefithrten Merkmale unabhédngig von jenen in den Spalten sind (oder natiirlich
umgekehrt die Spaltenmerkmale von den Zeilenmerkmalen, was aufs gleiche heraus-
kommt). Der Begriff der Unabhéngigkeit hat ja eine klare Bedeutung in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (vgl. (3.5.7)).
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Wir gehen deshalb von der folgenden Nullhypothese aus:

Ho : Das in den Zeilen beschriebene Merkmal (in den Beispielen das “Rauch-
verhalten” bzw. der “Heilerfolg”) ist unabhéngig von dem in den Spalten
beschriebenen (“Geschlecht” bzw. “Heilverfahren”).

Unsere weiteren Uberlegungen fiihren wir am Zahlenmaterial des Beispiels 9.4.5.A
vor. Nach (3.5.7) driickt sich die Unabhéngigkeit der Ereignisse M und R dadurch aus,
dass

P(MNR)=P(M)-P(R)

ist; entsprechend fiir die drei andern Merkmalskombinationen. Die Wahrscheinlich-
keiten P(M) und P(R) sind uns nicht bekannt. Wir kénnen sie aber aufgrund der
“Randhaufigkeiten” der Vierfeldertafel schiatzen. Von den 500 befragten Personen der
Stichprobe sind 350 Manner. Die beste Schatzung, die wir fiir den Manneranteil der
ganzen Belegschaft haben, ist daher 70%. In Formeln

350 330
P(M)Z%, P(R)Zﬁ

und entsprechend
150 170

=—, P(N)=_—.
500’ (V) 500
Setzt man nun die Giiltigkeit der Nullhypothese voraus (wie man das bei statisti-
schen Tests immer tut), so sind diese Merkmale unabhéngig, und man findet

350 330

P(MNR)=P(M) P(R)= 2 = -

Da die Stichprobe 500 Personen umfasst, ist die absolute Haufigkeit (die wir ja beim
x2-Test immer verwenden) der rauchenden Minner 500-mal so gross wie diese Wahr-

scheinlichkeit, also gleich
350 - 330

500

Genau gleich verfahrt man mit den iibrigen drei Fallen. Die Giiltigkeit der Nullhypoth-
ese (also die Unabhéngigkeit der Merkmale) fithrt auf die folgende Tabelle:

M w total
350 - 330 150 - 330
R 500 500 330
N 350-170 150 - 170 170
500 500
total 350 150 500
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Wir rechnen dies noch aus und erhalten so die erwarteten Haufigkeiten:

M w total
R 231 99 330
N 119 51 170

total 350 150 500

Bemerkungen
a) Wie man sieht, erhélt man die erwarteten Haufigkeiten dadurch, dass man die jewei-
ligen “Randhéufigkeiten” multipliziert und durch die Anzahl aller Beobachtungen

(den Umfang der Stichprobe) dividiert. Es stort nicht, wenn das Ergebnis keine
ganze Zahl ist, vgl. (9.4.1.E.1).

b) Die Randh&ufigkeiten sind fiir die beobachteten und die erwarteten H&ufigkeiten
dieselben. Es geniigt daher, nur eine der erwarteten Haufigkeiten geméss a) zu
bestimmen. Die andern lassen sich dann durch Erganzen auf die Randhaufigkeiten
berechnen.

c) Die erwarteten Héufigkeiten lassen sich auch durch eine direkte Uberlegung, ohne
ausdriickliche Erwahnung des Begriffs der Unabhéangigkeit, ermitteln: Wenn
Rauchverhalten und Geschlecht nichts miteinander zu tun haben, dann miissten
sich die total 330 Raucher im Verhaltnis 350 (Manner) zu 150 (Frauen) aufteilen,

d.h., es miisste

350
=00 330

rauchende Manner geben; genauso, wie wir es vorhin schon berechnet haben.

Nun vergleichen wir:

Beobachtete Haufigkeiten = Erwartete Haufigkeiten

250 | 80 231 99
100| 70 119| 51

Mit diesen Hiufigkeiten berechnen wir wie iiblich y?2:

4
2 :Z (beob — erw)? _ (250 — 231)2 N (80 — 99)2 N (100 — 119)? N (70 — 51)2

=15.32.
erw 231 99 119 o1 03

1=1

Fiir die Bestimmung des Freiheitsgrads lautet die Regel:

Bei einer Vierfeldertafel ist der Freiheitsgrad = 1

Mit dem iiblichen Wert o = 5% ist x2 = 3.841. Da x? viel grosser ist, konnen wir
Ho zuriickweisen: Die Merkmale sind nicht unabhéngig. X
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Eine allsemeine Formel

Die oben dargelegte Methode hat den Vorteil, dass bei der Durchfithrung jedes
Mal klar wird, dass man als Nullhypothese die Unabhangigkeit der Zeilen- bzw. der
Spaltenmerkmale gewahlt hat. Wer lieber eine abstrakte Formel verwendet, kann dies
aber auch haben. Wir schreiben dazu die Vierfeldertafel wie folgt:

a b T
c d s
t U n

wobei gilt

r=a-+b s=c+d, t=a+c, u=b+d,
n=a+bt+tct+d=r+s=t+u.

Mit diesen Bezeichnungen gilt die folgende Formel:

s (ad—be)®>n  (ad—be)*(a+b+c+d)
T T st (@ +b)(c+d)(a+c)(b+d)

oder in Worten

9 Determinante? - Umfang der Stichprobe
X Produkt der Randhaufigkeiten

(Der Begriff der Determinante wurde in (2.4) im ersten Band kurz erwéhnt.)

Mit dieser Formel wollen wir das Beispiel 9.4.5.B (Therapien) durchrechnen. Wir

erhalten
5 (28162 —22-155)%- 367
= = 0.872 .
X 50317 - 183 - 184

Bei einem Freiheitsgrad 1 und mit o = 5% ist x2 = 3.841 > x2. Wir diirfen daher
die Nullhypothese (Unabhéngigkeit des Heilerfolgs vom Behandlungsverfahren) nicht
zuriickweisen. Aufgrund des vorliegenden Datenmaterials darf man nicht schliessen,
die neue Behandlung sei besser, obwohl die Gruppe B etwas mehr geheilte Patienten

7]

umfasste. X

Herleitung der Formel

Zum Beweis der obigen Formel gehen wir genau gleich vor, wie im Beispiel 9.4.5.A. Wir haben
die folgende Situation:
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Beobachtete Haufigkeiten

Erwartete Haufigkeiten

rt U
a b — —

n

st SU
c d — —

n n

Somit ist
_rt)? _ru)? _ st)? d_&z
2 =7 n S n
X = i + U + st + su :
n n n n

Wir multiplizieren Zahler und Nenner mit n? und finden

2= (na — rt)2 n (nb — ru)? n (nc — st)? n (nd — su)? .

nrt nru nst

nsu

319

Im ersten Term setzen wir nunn =a+b+c+d, r=a+b, t = a+ c. Rechnet man dies aus, folgt

(1) na—rt=(a+b+c+dja—(a+b)(at+c)=...=ad—bc.

Ganz analog findet man

(2) nb—ru = bc — ad, nc — st = bc — ad, nd — su = ad — bc .

Daraus folgt

(na — rt)2 = (nb— ru)2 = (nc— st)2 = (nd — su)2

Einsetzen ergibt schliesslich

= (ad — bc)? .

ad —be)2 /1 1 1 1 ad — be)? su + st +ru+rt
RCECIEN I e

n rt U st SU n

_ (ad — be)2 (r + s)(t +u) _ (ad —be)2 n-n _ (ad — be)? - n

rstu

n rstu n rstu

womit die Formel bewiesen ist.

rstu

Zum Abschluss stellen wir noch fest, dass man den Formeln (1), (2) entnehmen kann, dass die vier

Differenzen “beobachtet minus erwartet” bis auf das Vorzeichen alle gleich sind. Im Beispiel 9.2.5.A

etwa war der Betrag dieser Differenzen stets = 19.

(9.00) Aufgaben

9—1 Anlésslich einer Lotterie mit fortlaufend (1,2,...) nummerierten Losen kaufe ich 5 der gut
gemischten Lose. Sie tragen die Nummern 777, 1291, 1600, 1492 und 800. Die Losverkiuferin
behauptet, es seien mindestens 3000 Lose in Verkauf. Es irritiert mich deshalb etwas, dass ich

lauter Nummern < 1600 erwischt habe.

Testen Sie die Nullhypothese

Hg : Anzahl der Lose > 3000
gegen die Alternativhypothese

H1 : Anzahl der Lose < 3000.
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Neun Kolleg(inn)en sind mit ihrem Kleinbus ins Ausland gefahren und haben eingekauft. Fiinf
sind ehrlich, vier schmuggeln. Wie es das Schicksal so will, kommt es zu einer Kontrolle. Der
Zollbeamte wahlt drei Personen aus: Alle drei haben geschmuggelt.
a) Testen Sie die Nullhypothese Hy: “Die Auswahl erfolgte zuféllig” gegen die Alternativ-
hypothese H1 : “Der Beamte hat Talent (und verdient deshalb, beférdert zu werden)”.
b) Geben Sie die konkrete Bedeutung von “Fehler 1. Art” und “Fehler 2. Art” an.

Beim fiinfmaligen Werfen einer Miinze ist jedes Mal dieselbe Seite erschienen. Gefiihlsmaéssig
wiirde man vielleicht vermuten, mit der Miinze sei etwas nicht in Ordnung. Zeigen Sie aber,
dass man die Nullhypothese “die Miinze ist ausgewogen” gegeniiber der Alternativhypothese
“sie ist nicht ausgewogen” auf dem 5%-Niveau nicht verwerfen darf. (Es braucht also recht viel,
bis Hy verworfen werden kann!)

Bei einem ehrlichen Wiirfel ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs = % Ich habe den

Verdacht, dass beim Wiirfel meines Partners die Sechs mit einer grosseren Wahrscheinlich-
keit erscheint. Ein Versuch ergibt bei 6 Wiirfen 3 Sechsen. Kann ich die Hypothese Hg : p < %
zuriickweisen

a) auf dem 5%-Niveau,

b) auf dem 10%-Niveau?
Geben Sie ferner die konkrete Bedeutung von “Fehler 1. Art” und “Fehler 2. Art” an.

Mein Kollege behauptet, hellsehen zu konnen. Ich will diese Behauptung testen und lege ihm 12
franzosische Spielkarten verdeckt hin. Bei jeder Karte muss er sagen, ob sie rot oder schwarz ist.
Die Nullhypothese Hg lautet: Mein Kollege kann nicht hellsehen. Wieviele richtige Antworten
muss er mindestens geben, damit ich Hy ablehne (und damit an seine Fahigkeit glaube), wenn
ich mich mit hochstens a) 5%, b) 10% Wahrscheinlichkeit irren will?

Geben Sie ferner die konkrete Bedeutung von “Fehler 1. Art” und “Fehler 2. Art” an.

Eine Maschine produziert Négel, deren Linge als stetige, normal verteilte Zufallsgrosse X
aufgefasst werden kann. Der Erwartungswert p hangt von der Einstellung der Maschine ab, die
Standardabweichung o = 0.5 (mm) sei eine feste Grosse. Der Sollwert der Négel betragt 50 mm.
Zur Kontrolle, ob die Maschine richtig eingestellt ist, werden 100 Néagel zufillig ausgew&ahlt und
gemessen. Der Durchschnitt dieser Werte ist die Realisierung der Zufallsgrésse X.

Zu testen ist also Hp : = 50 gegen Hy : p # 50. Fiir welche Werte von X muss man Hg bei
einem Signifikanzniveau von 5% verwerfen?

Ein Hersteller liefert an Kioske Schachteln mit je 100 Wundertiiten. Es gibt zwei Sortimente.
In Sortiment A enthilt eine Tiite mit 10% Wahrscheinlichkeit einen Gutschein fiir den Bezug
einer weiteren Tiite; im Sortiment B dagegen nur mit 2% Wahrscheinlichkeit. Nun sind die
Schachteln versehentlich nicht angeschrieben worden. Die Kioskinhaberin 6ffnet daraufhin 10
Titen. Findet sie keinen Gutschein, nimmt sie an, es handle sich ums Sortiment B. Etwas
gelehrter formuliert: Sie lehnt Hy: “die Schachtel ist Sortiment A” ab und akzeptiert Hq : “die
Schachtel ist Sortiment B”. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. und den
Fehler 2. Art.

Willy Wiirfel besass, wie aus Aufgabe 3—32 bekannt, einen Wiirfel, bei dem die Wahrschein-
lichkeit fur eine Sechs 30% betrug. Er hatte aber noch einen andern, bei dem die Sechs eine
Wahrscheinlichkeit von nur 10% hatte. Seine Erben konnten die beiden Wiirfel nicht unter-
scheiden. Sie beschlossen deshalb, einen der Wiirfel 15-mal zu werfen. Sollten dabei zwei oder
weniger Sechsen fallen, so wiirden sie davon ausgehen, es handle sich um den 10%-Wiirfel.
Formulieren Sie zu diesem Experiment die Null- und die Alternativhypothese. Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. bzw. 2. Art.

Der Inhalt von 6 Sacken Puderzucker wurde nachgewogen. Man erhielt folgende Gewichte (in
Gramm): 495, 502, 505, 498, 490, 500. Ist die Behauptung, dass die Sacke im Durchschnitt
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500 g enthielten, haltbar? Testen Sie mit o = 5%.

9—10 Auf einer Geburtstagstorte hat es acht Kerzen. Das (offensichtlich frithreife) Geburtstagskind
schreibt sich auf, wie lange jede Kerze gebrannt hat und erhalt folgende Zeiten (in Minuten):

13, 16, 11, 15, 13, 11, 10, 15.

a) Auf der Kerzenpackung stand zu lesen: Die mittlere Brenndauer dieser Kerzen betragt
mindestens 15 Minuten. Versuchen Sie, diese Behauptung mit einem statistischen Test
zu widerlegen. Arbeiten Sie mit @ = 0.05.

b) Angenommen, Sie hitten aufgrund des Tests die Behauptung aus a) widerlegt. Aussern
Sie sich zur Frage, ob Sie dies mit absoluter Sicherheit tun diirfen.

9—11 Eine Maschine produziert Schrauben, welche im Mittel eine Lénge von 50 mm haben sollten.
Es besteht der Verdacht, dass sie nicht mehr korrekt eingestellt ist. Eine Stichprobe von 12
Schrauben lieferte folgende Werte (in mm)

49.5,51.5,50.0,50.1,51.0,51.2, 49.8,49.2, 51.7,50.1, 50.6, 51.3.

Testen Sie die Hypothese, dass die Maschine richtig eingestellt ist, mit einem Signifikanzniveau
von a) 5%, b) 10%. Wie erkldren Sie allfillig verschiedene Ergebnisse?

9—12 Ein Geschift verkauft Marzipanrollen mit Gewichtsangabe 80 g. Eine Uberpriifung von 25
Packungen ergab ein mittleres Gewicht von 79 g mit einer Standardabweichung von 2.6 g.
a) Testen Sie die Hypothese, dass das mittlere Gewicht dieser Rollen 80 g betrage.
b) Testen Sie die Frage, ob allenfalls zuwenig Marzipan abgepackt wurde.
¢) Wie wiirden die Antworten ausfallen, wenn dieselben Masszahlen mit einer Stichprobe
vom Umfang 100 ermittelt worden waren?

9—13 Neun Versuchspersonen hatten vormittags und nachmittags je einen Test auszufiihren. Es
ergaben sich die folgenden Resultate:

Person Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Punktzahl vormittags 100 88 99 95 91 101 91 102 96
Punktzahl nachmittags 104 91 102 95 95 100 93 105 96

Priifen Sie (unter der Annahme, dass die Differenzen der Punktzahlen stetig und normal verteilt
sind) nach, ob die Tageszeit einen Einfluss auf die Testresultate hat. Wahlen Sie a) o = 5%,
b) a = 1%.

9—14 Sieben Versuchspersonen fiihrten mit folgendem Ergebnis eine Didt durch:

Person Nr. 1 2 3 4 5 6 7
Gewicht vorher 70.2 55 904 66 814 623 75
Gewicht nachher 682 54 8 66 79.9 63.3 74.5

Man mochte mit einem statistischen Test nachpriifen, ob die Diét tatsédchlich einen Gewichtsverlust
bewirkt. Wahlen Sie o = 5%.

9—15 Eine Abfiillmaschine fiir Mehl war so eingestellt, dass das mittlere Abfillgewicht pro Packung
1000 Gramm betrug. Nach einer Revision wurde eine Stichprobe von 50 Sicken kontrolliert.
Man erhielt einen Durchschnitt von 990 Gramm mit einer Standardabweichung von 30 Gramm.
Untersuchen Sie mit einem statistischen Test, ob sich das mittlere Abfiillgewicht verandert hat.
Erklaren Sie, warum Sie ein- bzw. zweiseitig testen. Arbeiten Sie mit einem Signifikanzniveau
von 5%.
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9.4. Der x2-Test

Wir gehen von der Annahme aus, das Geburtsgewicht von Neugeborenen sei normal verteilt.
Aus einer Stichprobe von 40 Neugeborenen wurde ein Mittelwert von 3300 Gramm mit einer
Standardabweichung von 500 Gramm bestimmt.
Kann man aufgrund dieser Daten schliessen, dass das mittlere Geburtsgewicht aller Neugebor-
enen
a) mehr als 3200 g betragt,
b) mehr als 3150 g betragt?
Arbeiten Sie mit @ = 5%.
¢) Wir bleiben bei den oben angegebenen Masszahlen und bei o = 5%. Wie gross miisste
der Umfang der Stichprobe mindestens sein, damit die Hypothese “das mittlere Gebur-
tsgewicht aller Neugeborenen ist kleiner als 3200 Gramm” verworfen werden kann?
Aus zweil normal verteilten Grundgesamtheiten mit derselben (wenn auch unbekannten) Varianz
wurden die folgenden Stichproben entnommen:
Grundgesamtheit 1: 25, 27, 28, 28, 30, 30.
Grundgesamtheit 2: 23, 24, 24, 25, 25, 25, 26, 28.
Priifen Sie mit statistischen Tests die beiden folgenden Behauptungen nach:
a) Die Erwartungswerte der beiden Grundgesamtheiten sind gleich.
b) Der Erwartungswert der 1. Grundgesamtheit ist gleich 27.
Formulieren Sie jeweils die Nullhypothese, und arbeiten Sie mit einem Signifikanzniveau von 5%.

Zwei Didten wurden an je 6 Versuchspersonen ausprobiert. Didt A ergab Gewichtsabnahmen
von 2.5, 1.8, 3.6, 0.5, 2.2 und 1.4 kg, wahrend Didt B Abnahmen von 2.0, 0.8, 0.0, 2.2, 0.1 und
0.3 kg lieferte.
Sie sympathisieren mit der Didt A und mochten statistisch belegen, dass diese Diét grossere
Gewichtsabnahmen bringt.
a) Testen Sie hier ein- oder zweiseitig?
b) Waihlen Sie ein passendes Testverfahren, und fithren Sie den Test mit dem Signifikanzn-
iveau a = 5% durch. Geben Sie die Null- und die Alternativhypothese klar an.
c) Angenommen, das Testergebnis erlaube die Verwerfung der Nullhypothese. Welches
Ereignis hat dann eine Wahrscheinlichkeit < a7

Aus der Feuerwerksproduktion der Hersteller “Aaah!” bzw. “Oooh!” wurden Vulkane auf ihre
Brenndauer gepriift. Eine Stichprobe von 8 Stiick der Marke “Aaah!” ergab folgende Zeiten (in
Sekunden): 50, 57, 57, 60, 60, 62, 64, 70. Von der Marke “Oooh!” wurden 12 Stiick getestet.
Der Mittelwert der Stichprobe war um 5 Sekunden grosser als jener der Marke “Aaah!”, die
Standardabweichung war bei beiden Stichproben dieselbe. Besteht ein Unterschied zwischen
den beiden Produkten in Bezug auf die mittlere Brenndauer der gesamten Produktion? Wir
nehmen an, die beiden Grundgesamtheiten seien normal verteilt, mit derselben Varianz.

a) Testen Sie hier einseitig oder zweiseitig?

b) Formulieren Sie Ihre Null- und Ihre Alternativhypothese.

c) Fithren Sie einen statistischen Test zur Beantwortung der eingangs gestellten Frage

durch. Wahlen Sie ein Signifikanzniveau von o = 5%.

In einem landwirtschaftlichen Versuchsbetrieb wurde der Einfluss eines neuen Diingemittels
auf die Getreideproduktion ermittelt. Dazu wurden 24 gleich grosse Parzellen gebildet; 13
davon wurden mit dem neuen Mittel gediingt und ergaben eine mittlere Ernte von 540 kg pro
Parzelle mit einer Standardabweichung s = 35 kg. In den 11 konventionell gediingten Ackern
lag der Durchschnitt bei 505 kg mit einer Standardabweichung von 40 kg. Koénnen wir daraus
schliessen, dass die Diingung mit dem neuen Mittel eine signifikante Vermehrung des Ertrags
bewirkt? a) a = 1%, b) a = 5%.

In der Gemeinde A wurde bei 18 Milchproben ein mittlerer Fettgehalt (pro Liter) von 36 g
mit einer Varianz von 16 g2 festgestellt. In der Gemeinde B dagegen ergaben 10 Proben einen
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mittleren Fettgehalt von 39 g mit einer Varianz von 9 g2. Kann man sagen, die Milch aus A
habe generell einen geringeren Fettgehalt? Arbeiten Sie mit a = 5%.

Der Ziircher Astronom RUDOLF WOLF (1816-1893) fiihrte iiber die Dauer von vielen Jahren
Experimente mit Wiirfeln durch. Dabei erhielt er bei 20°000 Wiirfen mit einem Wiirfel die
nachstehenden Daten:

Augenzanl | 1 2 3 4 5 6
Anzahl Wiirfe | 3246 3449 2897 2841 3635 3932

War dieser Wiirfel ausgewogen?

Jemand behauptet, die Anzahl der Geburten sei, generell gesehen, gleichméssig auf die vier
Quartale des Jahres verteilt. In einem Spital wurde nun die Haufigkeit der Geburten pro
Quartal in Prozenten wie folgt registriert:

Quartal | 1 2 3 4
Prozentuale Hiufigkeit | 31% 22% 27% 20%

Priifen Sie die gegebene Behauptung mit einem statistischen Test nach,
a) fiur den Fall, dass sich die obigen Prozentzahlen auf 200 Geburten beziehen,
b) fir den Fall, dass sich die obigen Prozentzahlen auf 300 Geburten beziehen.

Schreiben Sie die Nullhypothese auf, und arbeiten Sie mit einem Signifikanzniveau von 5%.

In einem genetischen Experiment erhélt man 4 Klassen A, B, C, D. Von der Theorie her
erwartet man ein Verhaltnis von 1:4:4:16. Bei der Durchfiihrung eines Experiments erhielt man
die folgenden absoluten Haufigkeiten:

Klasse | A B C D
Hiufigkeit | 10 25 35 180

Sind diese Daten mit der Theorie vertraglich?
a) Bei einem Signifikanzniveau von 5%.

b) Bei einem Signifikanzniveau von 1%.

Eine Firma stellt in Papier verpackte Schokoladeneier her. 20% der Produktion sind aus weisser,
der Rest aus brauner Schokolade. Diese Eier werden zufillig in Dreierpackungen abgefiillt. Die
Zufallsgrosse X bezeichne die Anzahl der weissen Eier in einer Packung.

a) Welche Verteilung nehmen Sie fiir X an?

b) Eine Kontrolle von 1000 Packungen ergab Folgendes:

Anzahl weisse Eier | 0 1 2 3
Anzahl solcher Packungen | 500 400 90 10

Priifen Sie mit einem Test Ihre in a) getroffene Annahme nach. Wahlen Sie a = 5%.

Von 1000 befragten Autofahrern hatten im letzten Jahr 810 keinen Unfall, 170 einen Unfall und
20 zwei oder mehr Unfille. Man vermutet, dass eine Poisson-Verteilung mit p = 0.2 vorliegt.
Priifen Sie diese Behauptung mit a = 0.05 statistisch nach.

Eine Untersuchung von 320 Familien mit je vier Kindern ergab die unten stehende Aufteilung
in Bezug auf das Geschlecht der Kinder:

Anzahl k der Madchen | 0 1 2 3 4
Anzahl Familien mit £ Madchen | 42 110 111 48 9

Testen Sie mit einem geeigneten Verfahren die folgenden Hypothesen:
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(A) Die zugehorige Zufallsgrosse X = Anzahl der Madchen pro Vierkinderfamilie ist
binomial verteilt mit p = ¢ = 0.5.

(B) Die zugehorige Zufallsgrosse X = Anzahl der Madchen pro Vierkinderfamilie ist
binomial verteilt.

Arbeiten Sie mit einem Signifikanzniveau von 5%.

Im Jahre 1889 (als es noch viele grosse Familien gab!) wurde eine Untersuchung iiber die
Anzahl Knaben in Familien mit 8 Kindern veroffentlicht:

Anzahl Knaben | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Haufigkeit | 215 1’485 5’331 10’649 14’959 11’929 6’678 2’092 342

Ist die Zufallsgrosse “Anzahl Knaben” binomial verteilt?

In einer Ortschaft ergab eine Zahlung der Verkehrsunfélle wahrend 260 Tagen Folgendes: An
89 Tagen ereignete sich kein Unfall, an 97 Tagen je einer, an 43 Tagen je zwei, an 24 Tagen
je drei, an 5 je vier Unfille, und schliesslich gab es je einen Tag mit fiinf bzw. sechs Unfallen.
Untersuchen Sie mit einem statistischen Test, ob hier eine Poisson-Verteilung angenommen
werden darf (o = 5%).

In einer Telefonzentrale wurden wahrend drei Stunden die Anrufe pro Minute gezdhlt. Man
erhielt folgende Daten:

Anzahl k der Anrufe pro Minute | 0o 1 2 3 4 5 6
Anzahl Intervalle mit & Anrufen | 29 42 42 40 22 4 1

Priifen Sie mit einem statistischen Test nach, ob man aufgrund dieser Stichprobe annehmen
darf, die Zufallsgrosse X = “Anzahl Anrufe pro Minute” folge einer Poisson-Verteilung.

a) mit Signifikanzniveau o = 5%,

b) mit Signifikanzniveau o = 10%.
Entstammen die nachstehenden Daten einer normal verteilten Grundgesamtheit?

Klasse | [25,27] (27,29] (29,31] (31,33] (33,35] (35,37]
abs. Hiufigkeit | 12 12 27 36 39 24

200 Student(inn)en mussten sich sowohl in Mathematik als auch in Physik priifen lassen. Die
Resultate waren:

Mathematik Mathematik
bestanden nicht bestanden
Physik
108 24
bestanden
Physik
45 23
nicht bestanden

Besteht zwischen den beiden Priifungen ein Zusammenhang (a = 5%)?

Eine Umfrage iiber die bevorzugten Radiostationen ergab folgendes Bild:
— Von den unter 20-jahrigen bevorzugten 80 den Sender A, 180 dagegen den Sender B.
— Von den iiber 20-jahrigen dagegen horten 67 lieber den Sender A, 93 den Sender B.
a) Wie wiirden die Zahlen lauten, wenn die Lieblingssender von der Altersgruppe unabhéngig
waren?
b) Priifen Sie mit einem statistischen Test nach, ob die Bevorzugung des einen oder andern
Senders von der Altersgruppe abhingt, und zwar mit a = 5% und o = 1%.
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9—34 Bei der Vorbereitung auf eine Priifung lernten 150 Studierende mit dem Lehrbuch A, 100 mit
dem Lehrbuch B. Von den Kandidat(inn)en mit Lehrbuch A bestanden 80%, von jenen mit
Lehrbuch B 70%.

a) Hangt der Prifungserfolg vom Lehrbuch ab? Uberpriifen Sie diese Frage mit einem
statistischen Test (mit Signifikanzniveau a = 0.05).

b) Wir dndern die Zahlen etwas ab: Nun haben 225 Studierende das Lehrbuch A, 150 das
Lehrbuch B beniitzt (also je die Hilfte mehr). Die Prozentzahlen sind aber dieselben
geblieben (80% bzw. 70%). Wie sieht die Sache jetzt aus?

9—35 Eine eher theoretische Aufgabe: In (9.4.2) ist ohne Beweis die Formel fiir die Dichtefunktion
f(x) der x2-Verteilung angegeben worden. Weisen Sie die Giiltigkeit dieser Formel fiir den
einfachsten Fall, ndmlich fiir den Freiheitsgrad v = 1, nach. Tipp: Fiir die zugehorige Verteil-
ungsfunktion F (und z > 0) gilt F(z) = P(X2 < z), wobei X der Standard-Normalverteilung
folgt. Formen Sie um, und beniitzen Sie die Beziehung f = F’ (Ableitung).



