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14 Lehren fürts Management & das tägliche Leben IlI: Zins und exponentielles

Wachstum
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14.1 W'arnm geometrisches/exponentielles W'achsturn? /,,Q): /-4 Q *r')

In vielen Prozessen der Natur (Zellteilung), Technik (chemische Reaktionen) ,tod

Gesellschaft (Wirtschaftswachstum) ist das Wachstum in einer Zeltperiode ein bestimmter

Anteil des bis jetzt erreichten Niveaus. In der Sprache der Mathematik (2.8. DGL) können

wir hierzu das Modell

ü : \a (14.1)

aufstellen. Man bezeichnet dann ,l als Wachstumsrate - ) darf aber auch negativ sein. Die

Lösung dieser DGL ist

a(t):Ke\t- (14.2)

Damit sind wir beim exponentiellen Wachstum angelangt. Dies ist ein Modell für stetige

Zeit. WllL man aber zum Beispiel die Zellteilung in der Natur derart modellieren, dass die

Zeiteinhelt Generationen von Zellensind, da,nn wird man pro Generation eine Verdopplung

haben und folgendes diskrete Modell aufstellen:

Z(n) :22(n - I)

oder analog (14.1)

L,Z(n):: Z(n) - Z(n- 1): l* Z(n-l).

Dies fährt zur analogen Form von (I4.2) m7t a:2

Z(n): K&n :6.(roso,)n.
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14.2 Approximative Formel für die Verdopplungszeit fürts tägliche Leben

Zv ZeTt (2004) beeindrucken uns Volkswirtschaften wie China oder Russland mit Wachs-

tumszahlen von 7Yo oder gar 9-1:O %. Wir wissen, dass der Lebensstandard in diesen

Ländern sehr tief ist. Es wird also trotz solchen Zahlen läinger dauern, bis diese Länder

einen mit uns vergleichbaren Wohlstand haben. Doch wie lange? Dazu gibt es eine einfache

approximative Formel für die Verdopplungszeit, welche umso besser ist, je kleiner die

Wachstumszahlen sind:

Regel M.l ffi&Wrfuqfuryeru1{ Bei, einer Waclwtumsmte uon r Prozent

pro Zei,tei,nheit dauert es etwa 7Of r Zei,tei,nhei,ten bis zur Verdopplung. Erakt ist übri'gens

rr, 
- 

log2

"-log(1+#J'

Beweis:

(t.#)" :r<+aros(r.#)

fi71-. . .r' e/L/
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t, @ !,Uh'ri+x
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- log

Wenn die russische Wirtschaft also um 7 %lkactst, so dauert es gemäss unserer Regel/r* 1*/r*
etwa 10 Jahre bis zu einer Verdopplung. Der genfiue Wert r+äre etwa 10-24 Jahre.

py'
Ich erwähne hier im Zusammenhang mit der Diskussion um die Altersvorsorge auch, dass

es sehr wohl darauf ankommt, ob CHF 1.- mit 2 To oder mit 4 % verzinst wird: die

Verdopplungszeit ist etwa halb so gross beim zweiten Zinssatz.

Es gibt bei komplexen sozialen Systemen (Firmen oder ganzen Volkswirtschaften) übrigens

eine Reget des "gesunden Menschenverstandes", die besagt, dass derart komplexe Systeme

nicht "gesund" während einer sehr la,ngen Zeitperiode mit mehr ds 10 Yopro Jahr wachsen

können. Die Geschichte gibt dieser Regel meines Erachtens Recht. Elei einem Wachstum

von mehr als 10 To pro Jahr während einer ld.ngeren Zeitperiode gibt es unter anderem

Probleme mit der E;ffizierw und ungesunde Verhaltensändemngen der
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14.3 Vorteil der t'Log-Retrlrnstt

In der Praxis rechnet man (bei kleinen Zahlet) gerne: (l + 2%) - 2%:L. {fllffifl
,rnaeFrcr4 dass diese Fbrmel so.nicht stinns.b; Beim Schwei-

zerischen Bundesamt frir Statistik (kein Kunde von mir) wurde einmal skandalträchtig

bei der Teuerungsberechnung dieser Fehler gemacht. :Um solche Rechensehritte doeh zd

'erliauben, hat man in der modernen Finanzmathematik ein anderm Untersuchungsobjektl

als die Renditen (Zinsen) gewähld

In der modernen Finanzmathematik werden nicht die Zinren (Renditen) r pro Jahr intensiv

studiert, sondern die sogena,nnten Log-Returns. Was ist dabei der Unterschied und wie

gross ist er? Seien da2u,96,5r,...,,$ Aktienkurse einer Firmaztr Zeltt (zttm Beispiel

mit Jahren als Zeitperiode). Die Rendite (der Zins) ist dann von Jahr zu Jahr

St - St-r
St-t

In der Finanzmathematik betrachtet man dazu lieber die Log-Returns:

log(51 / SF1) : log(Sr) - t"e(Sr-r) (r4.4)

Auf dem Ubungsblatt ist die Verteilung dieser Log-Returns im Modell von Samuelson

(Modell von Black-Scholes) zu berechnen. Bei kleinen Renditen (also ,S1=,S1-1) ist der

Unterschied zwischen (14.3) und (14.4) klein, denn mit r:: St/St-r haben wir

St - St-t
T 

: n - t: togu : tog(&/ St_)

Wegen (L4.4) ist jetzt übrigens auch klar, dass ma,n bei Log-Returns sehr wohl die Rech-

nungen am Anfang machen darf:

log(51 / SFz) : loe(Sr) - log(Sr-z) : loe(&) l"e(S'-r) + los(Sr-r) - tog(S'-z)

: Log(St / St-r) + Log(51-1 / Sp2). o

Die Problememit Zins unil Zinseszönshaben wir hier also nichtfiniliNcdarf dieF"og-Retrmd

lsffi&aükrenedmsrüffiMl
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lL.4Warum viele Zahlen rnit einer ttltt beginnen

Das exponentielle oder geometrische Wachstum hat eine weitere Konsequenz, die einmal

beachtet und begrifien trivial ist: Wenn Sie Aktienkurse in der Zelfing studieren, werden

Sie feststellen, da.ss signifikant mehr Kurse mit einer "1" als führender Z7frer beginnen als

jede 9te Zahl, wie naiv zrt erwarten. Der Grund ist das exponentielle Wachstum. Es dauert

länger, von 1 nath 2 zu kommen alsy'von 2 nach 3 und so weiter (der Spruch "Die erste

Million verdienen war a,rn schwierigsten" hat auch ein bisschen damit zu tun... - kann's

aber noch nicht selber bestätigen). Sie berechnen bitte in einer kleinen tJbungsaufgabe

auf Blatt 11 wie die Verteilung der Zifrern 1 bis I ist. Hat man da,nn diese theoretische

Verteilung, kann man diese einsetz,en, um zu prüfen, ob Personen, welche diess Phdnomen

nicht kenner\ zrtmBeispiel bei der Steuererkldmng schummeln oder nicht. Wenn unter an-

derem zu wenig "1" vorkommen, sollte man einen genaueren Blick auf die Steuererklärung

s:a'€hen. Solche Tests werden übrigens in der Tat eingesetzt.
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14.5 Für ökonomlnnen: Regression rnit logarithmierten Daten und die Preis-

elastizitäten

In der Makro-Ökonomie versucht man manchmal mit ökonometrischen Methoden diverse

volkswirtscha,ftliche Grössen zueiqander in Beziehung.zu bringen. Beispielsweise sei D(t)

die Nachfrage eines Gutes p%ffifia1, P(t) der 
"äFf", 

Gutes jeweils nt Zertt. Da diese

Grössen exponentiellen Charakter haben, kann man (nicht zwingend) folgenden Regres-

sionsansatz wählen:

log(D(t)) : ot * Brog(P(t)) (14.5)

Ohne viel von Wirtschaftswissenschafben zu verstehen, vermuten wir eine negative Kor-

relation: je höher der Preis, desto kleiner die Nachfrage (dies muss übrigens nicht so sein -

es gibt zum Beispiel den "Snob"-Efiekt). Wit wollen unser Augenmerk auf einen a,nderen

Punkt richten, nämlich auf das B. Dieser Koefftzient hat nämlich in Modell (14.5) eine

grosse theoretische Bedeutung. Dazu definieren wir kurz:

Definition L4.2lDirekte Preiselastizität] SeidP ili,e Preisönd,entng, dD die Men-

genönderang, P der bisherige Prcis, D di,e bi,sheri,ge Menge. Dann beze'inhnet man

Fl':dD P
"''- dPD

als d,irefue Preiselasti,zi,töt. In der Thnri,e lcönnen wi,r hi,erzu die Differenz'i,alrrchnung

e'insetzen und ilefinieren:

EI::
dD
D

d,P-tr

Din direffie Preiselasti,zitdt i,st das Verhöltnis e'i,ner prozentud,en Nachfrageünderung zu

e'i,ner pro zentualen Preis änderwng.

In (14.5) körnen wir jetzt folgendermassen fortfahren:

"/

/

dD-E
d,P-tr

: dlogD __

dlogP
p.
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