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Angewandte Stochastik

Dr. C.J. Luchsinger

15 Mean-Variance-Ansatz

Literatur Kapitel 15

't' Uszczapowski: Kapitel 1

* Piiska: Kapitei 2.4

Der Mean Variance Ansatz im Ein-Perioden-Modell wird vorgestellt. Zuerst wird

oirne risikolose Anlagemöglichkeit das optimale Verhalten entwickelt, wenn nur Varianz

r-rnd Erwartungswert der Rendite des Portfolios für den Anleger relevant sind. Dann wird

die risikolose Anlage mit eingebaut.

15.1 Das Umfeld

1' enolmer Aufschwung der Finanzmärkte in den 80er und 90er Jahren

'r' Massiver Einsatz schwierigster mathematischer Modelle

* Unterschiedliche Einsatz-Dauer der Modelle; einzig relevante Frage:

"Kann man damit Geld verdienen/Verluste verhindern?"

1' Wissenschaftstheoretisches Problem der Wirtschaftswissenschaften und Finanzmarkt-

theorien:

iVlatirematik, Physik (?), Chemie, Biologie wird sich gleich verhalten, egal welche richtigen

und vor allem falschen Theorien wir über sie aufstellen:

Theorie: Ball fliegt nach oben; Praxis: Ball fliegt nach unten!

Wirtschaft wird sich ni,cht gleich verhalten, unabhängig davon, welche richtigen und vor

aliem faischen Theorien wir über sie aufstellen:

O
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Wenn eine Tireorie der Wirtschaftswisserrschaften besagt, dass die Aktienpreise steigert

sollten, uncl die Theorie wird gut verkauft, dann werden die Kurse in cler Tat ar,uch elter'

steigen als fallen. Dies ist für die ökonomische Forscliung eine methoclische Schr,r'ieligheil,

gewaltigen Ausmasses. Wir werden nicht weiter darauf eingehen.

Wie wircl in cler' Ökonomie dann gefbrscht? Die Mathematih ist streng axiomatisch a'r,nfge-

baut. Jede einzelne mathematische Aussage kann ganz genau bis auf die Axiome leciuzielt,

werden. In cler' Ökonomie stimmt das so nicht. Auch dort werclen Axiorne eingesetzt. Irn

Gegensatz zur iVlathematik hat man aber in der Ökonomie kein Axiomensysteln, ti,uf rlern

alles aufbar-rt. Fär Teilgebiete der Ökonomie werclen hingegen lVloclellierungstttttrahrnerr

getroffen, weiche sich dann aber leicler nicht zu einer gesamten, einheitlichen Öhorrornie,

aggregieren lerssen. In dem Sinne gibt es auch nicht eine allgemein akzeptir:r'te Tlrr:orie

über Finanzrnärkte, sondern "nur" Modelle, welche mehr odel wenigel gut wichtige (Teil-)

Aspekte der Realität der Finanzmärkte beschreiben (sollten).

In Anbetracht dieser Vorbemerkungen folgt der Aufbau dieses Kapitels einem klzr,ssischen

Modellierungsmuster:

* Problem lbrmulieren in natürlicher Sprache (15.2)

* Lösungsvorschläge in natürlicher Sprache (15.3)

* Modellbildung, Annahmen (15.4)

* Berechnungeri im Modell (Analyse) (15,5)

* Bemerkungen (15.6)

Damit ist aber auch gleich gesagt, weshalb diese Modelle immer ihre Gtiltigkeit, h:rben

werden. Sof'ern wir bei "Berechnungen im Modell (Analyse)" keine R.echenf'ehlel ttta{;lterl,

sind clie Vloclelle als solche immerhin korrekt. Die Realität der Finanzmärkte r,vircl sich

eventuell abel delart ändern, dass das lVlodell, insbesondere die zu Grunde liegerrclerr Arr-

nahmen, als weltfi'emd angesehen werden müssen. In dem Sinne ist es also cloclt tnöglic;h,

dass der Ansatz, welcher jetzt gleich beschrieben wird, in 50 Jahren (eher frtlher) nur rroc;h

von historischem Wert ist.
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Noch eiri paal wichtige Bemerkungen:

Del Untelschied zwischen Theorie und Praxis ist in der Theorie kleinel a,ls in der Praxis!

R.eality is clifferent from expected values

Für' zu viele Leute gilt: alles was sie verstehen ist praxisrelevant und was sie nicht mehr

verstelien ist blosse Theorie (das ist dann bei vielen Leuten relativ viel).

15.2 Formulierung des Problems in natürlicher Sprache

Wir: gehen in del folgenden Fragestellung davon aus, dass Sie Kapital zur Verfügung haben,

welches Sie heute (oder in diesem Jahr) nicht benötigen. Was werden Sie damit tun? Sie

urelclelr es ilgenclwie anlegen. Das kann irn "Sparschwein" sein ocler "unteL der lVlatraze",

in Akt,ien ocler auf einem Bankkonto und so weiter. Was für Gedanken werden Sie sich

rl:lbei inac;hen?

I . Wie lziirge kann ich ganz sicher auf clieses Gelcl verzichten? Oder genauer: Auf welchen

Teil des Geldes kann ich bis wann verzichten'/

2. Wie sicher will ich mein Geld anlegen? Dabei haben Sie mehrere Arten von Risiken

irn Auge: Diebstahl ("unter der Matraze"), Konkurs (Aktien uncl Obligationen von

Filrnen), Schwanken von Aktienkursen, Wechselkurse können schr,va,nken (Anlage im

Auslzr,rrd, in welchem Wälirungsbereich will ich das Geld am Schluss ausgeben?)

3. Ster-rerlicheAspekte

4. Umweltfreundliche Geldanlage, Berücksichtigung von Menschenrechtslage bei Geldan-

Jagc

5. r'iel Zins (R,endite)

6. rriele weitere mehr.

Sie krjnrrten Wirtschaftsberichte über Firmen in den Zeitungen lesen uncl mit Analysten

iilrel clie zuktinftigen Aktienkurse sprechen. Vielleicht haben Sie eine besondere Gabe, aus

15.3 Mögliche Lösungsvorschläge in natürlicher Sprache

20L



1

2

dem bisheligen Vellauf von Aktienkursen die zukünftige Entwicklr-rng vorherzustrgeri (ferlls

das zutrifft, setzen Sie sich bitte mit mil in Verbindung). Oder Sie gehen einfacir zu eincrn

Spezialisten für' die Geldanlage. Aber wie wird er entsclieiden? Sie haben eitre Urirnr:trgcr

von möglicherr Anlagen zul Verfägung. Nach was für Grundsätzen welclen Sie volgehen'/

trs gibt zwei extreme " Schttlen":

Die F\rndamentalists analysieren anhand von politischen Uberlegungen, IIeueII wts-

senschaftlichen Entdeckungen und vielen weiteren Punkten, wie sich clie Pleise (vorr

Aktien zr-rm Beispiel) mit Hilf'e des Zusammenspiels von Angebot uncl Nachfi'trgr, eiir-

pendeln rverden und begründen damit ihre Investitionsentscheide.

Die Chartists dagegen schauen die bisherige Entwicklung der Kurse an uncl veI'sucht:n

darin Gesetzmässigkeiten zu entclecken.

Es ist offensichtlich, dass es beliebig viele Uberlegungen gibt, welche potentiell irr solche

Investitionsentscheide einfliessen könnten. Das wäre aber sehr kornplex ulrcl clarnit triti,the

matisch kaurn hanclhabbar. Politische Übellegungen) so wichtig sie ar-ich sein hönntetr,

sind kaum mathernatisch formalisierbar. Es deutet sich hier bereits an, class mathenrati-

sche Methoclen wohl eher bei den "Chartists" angesiedelt sind, wenn auch bei clen "FLtn-

damentalists" clas Zusammenspiel von Angebot und Nachfrage durchaus rnathenrzltisch

dargestellt werden kann. Um es klar zu sagen: Es ist n'icht so, dass cler Ar-rtol rüclits

von den Konzepten der Fundamentalists hält - im Gegenteil. Es ist lillt' so, r-lass wir

Mathematikerlnnen dort unser Fachwissen nicht einbringen können; im Gegensat,z ztt rl<:tt

Methoden der Chartists.

15.4 Modellbildung, Annahmen

Wir müssen Llns jetzt entscheiden, welche Faktoren wir berücksichtigen wollen. Dt-ls fol-

gende Moclell ist den Ökonorn"t nicht vom Himmel gefallen. Werrn es ie1,zt trbel s<r

präsentiert wircl, dann darf nicht velgessen wetclen, dass viele andere Nloclelle vor'hel t-ttts-

probiert wurclen und wieder verschwanden, weil man damit kein Gelcl velclienen korrrrtt:

(oder wenigel als die Konkurrenz). Ein lVIodell, dessen Grundidee bis lier-rte bei clel Flagc:
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rlel Gelclanlage lelevant einfliesst, ist das Modell von Markovitz. Markovitz hatte 1952 ein

\4odell voi'geschlagen, in dem ein Investor sich an nur 2 Kennzifl'ern orientiert, wenn er

sicü fi'agt, wie el sein Geld anlegen soll. Es sind dies die erwartete Rendite (Mean) und

rlie Varianz ebendieser Rendite (Variance) - hiervon kommt der Name dieses Ansatzes:

\llean \/ir.riance Ansatz. Die Varianz der Rendite steht nach diesem l\4oclellansatz für das

"R.isiko". \zlarkovitz erhielt 1990 den Nobelpreis für Nationalökonomie.

Wjl welclen zuerst definieren müssen, was eine Rendite überht-r,upt ist. Wenn Sie

200 Fr':rnl<en auf cler Bank anlegen, werden Sie nach einem Jahr mehr als 200 Franken auf

rk:rir Konto haben, vielleicht 204 Franken. Bel<anntlich sind dann clie 4 Franken der Zins.

Allgu r rt'i r r r lelirrjelcrr wir:

Definition 15.1 fRendite] Sez S'i, der Wert ein,c:r Geld,o,'nlngr: i z'u,r' Zeit n. Dann

rl,e,,li,n,'i,ere'n, ui,r'rJlie Rendi,te der Anlagei, (uo'n Peri,oden zu (n*I)) a,ls:

Rh+
ei qi

. unll UTL,._ sh

Trn obigen Beispiel rnit der Bank haben wir die R.endite (:Zins) also lbigendermassen

lret'ec:ltttet: (204-200)1200:0.02. Die Rendite war 2 To oder eben diese 4 Franken (:2 %

von 200) inr konkreten Beispiel. Renditen können negativ sein.

l)as 1\4ezr,n-Variance lVlodell von Markovitz macht fblgende Annahmen: Es existieren d

risihobehaftete Anlagenmöglichkeiten (mit "risikobehaftet" meinen wir, class zukünftige

Pleise r-tns nicht bekzr,nnt sincl, Varianzen ) 0). Dies können Aktien, Obliga,tionen, Liegen-

sc;htr.ften uncl so weiter sein. Der Preis von Anlage i,l I i, I d, in der handelsüblichen

Ir-oi.rir (1 Aktie) sei,Si zurZeiLn,0l ri ( l/ ( oo. WirwerdenindiesemKapitelnureine

Peliorle lretlachten, womit n e {0, 1} sein wird. z 2 o,,'/ 1:2 ; Ä)v'
4o
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Der Preis von Gut i, zur Zeit 0 ist somit ,Sfi und nst Zeit 1 ist er ,Sj. Wil geherr clavotr

aus, dass wir alle Preise z:ur Zeil 0 kennen. Die Preise zw Zeit 1 seien uns unbekzltrtit.

Wir modellielen sie mit nichtrregativen Zufallsgrössen. Wil könrrerr auch hier vort allert

Anlagen clie Rericliten angeben: Wir definieren dazu einen Vektor A : (Ar, . . . ,4,7):l' cler'

Renditen derart, dass

- .93

Da wir nul eine Periode betrachten, entfällt der Index für die Zeit; wil h:r,ben ciafül clen

Index i, welchel clie Anlage bezeichnet, unten angebracht. Die Rencliteri sinci a,ttclt Ztr-

fallsgrössen. Wir setzen hier voraus, class ElRTl ( oo V 1 < i < d. Die genteitlsiiulle

Verteilung clel Zufallsgrössen sei uns bekannt; insbesondere kennen wir clanrit ciie I(o-

varianzen zlller Zufallsgrössen rniteinartder. Wir definieren weiter die erwarteten R,enclitr:tr

F::jtt,...,1.1d.)T und Varianzen cler Rcnditcn o2 t: (o7,...,o7)'fblgenclelrriirsselr:

l-Lt 
.= ElRo) und of ,: VlRr.]. Wir haben weiter oben von clerr Kovalianzen gesprocherr.

Wir definieterr oi'1 :: Cou(Rt,-R7). Die Kovarianzstruktur unserer R.enditen legen rvil irt

der Kovarianzmatrix X derart ab, dass gilt: Xia :: o7 und X;3 '- ot.i. Wir fbrcleln hier',

dass die lVlatlix I positiv clefinit ist. Damit folgt (kleine, freiwillige Übung), c1,rss

1. alle d Anlagernöglichkeiten clamit risikobehaftet sein müssen (also Var'[A;] > O ftir a,lltr

i)

2. keine Renclite eine Linearkombination der anderen Renditen sein clarf

Wegen der zweiten Schlussfolgerung sind insbesondere Anlagefbnds als Anlage ausgescitlos-

sen. Will man einen Anlagefond mit einbeziehen, so bilden wir ihn einfach selber nac;h!

Normal ist übrigens (leider!), dass diese Renditen meist stark positiv korleliert sirrcl

Wir fäliren bereits jetzt die sogenannte "risikolose" Anlage (das Bankkorrto) .90 eitr.

Sie wird ohne Risiko (Varianz:0) eine sichere Renclite von r abwerf'en. Itn elsl,en Teil

werden wir cliese Anlage ausschliessen.

Die Struktul cles Marktes kann also graphisch folgenclermassen dargestellt werck:rr
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\A/il lt:r,ben 1 Geldeinheit zur Verfügung, welche wir anlegen wollen. Wir gehen der Ein-

fa.c;hlieit halbel clavon aus, dass wir beliebig kleine trinheiten von Anlage i,, L I i { d,

ka,ufen ]<önnerr (stellen Sie sich einfach vor, bei der Geldeinheit handelt es sich um eine

N4illia-ilcle Schweizerfianken); des weiteren nehmen wir an, dass keine Steuern oder Transak-

{,ionshosten anfallen (the market is "frictionless"). Wenn wir eine Geideinheit anlegen

r,rrollerr, urelclen wir einen Anteil von tri in Anlagemöglichkeit i investielen. Den Vektor

,,, ,: (o,, , . . . , a,,I) nennen wir unser Portfolio. Wir fordern, dass D'1,:, o,t. : I.

\A/ir' lbrclern n'icltt, dass a,; ) 0: Wenn wir unser Geld derart anlegen, class ein 'i existiert,

soclass o,; { 0, so sagt man, dass wir einen "Leerverkauf' getätigt haben, oder dass wir

Anlage l "sltort" sind. Wieso ist so etwas möglich (es sei unterstrichen, da,ss es die heutige

Finzr"trzrnathematik in dieser Form ohne solche Mechanismen gar nicht geben könnte)? Man

s1,elle sich dazu vor, dass ein Bankkunde der Bank Aktien anvertraut. Sie gehören dem

Kunclen der Bank (die Bank übt eventuell aber an der GV der AG das Stimmrecht aus).

\Ä/enn clerr Kurs der Aktie steigt, so hat der Kunde den Gewinn daraus, wenn er die Aktie

rla.nn verkauft. Die Bank kann aber die Aktie zwischendurch verkaufen. Wenn der Kunde

rlie Ahl,ie später selber haben will oder verkaufen will, so muss die Ba,nk die Aktie zum

tlkl,rtelleir Pleis erm Nlarkt zurückkaufen. Ist der Preis der Aktie gestiegen, so hat die Bank

tltr,bei einen Verlust gernacht. Die Rendite der Bank bei diesem Geschäft ist clabei exakt das

[/eg.r.tive cler Rendite, welche der Bankkuncle hat. Die Bank hat die Aktie clabei verkauft,

obsc;hon sie gar nie selber im Besitz der Ahtie war. Dies kann man als Bank machen, wenn

rna,n vielleic;ht einen Fall cler Aktie erwartet, oder weil andere Bankgeschäfte ein solches

Gescrliäft als clurchaus sinnvoll erscheinen lassen. Ein Normalbürger darf so etwas nicht

einfzrch machen - grossen Banken ist dies bis zu einem gewissen Limit erlaubt.

\A/il l<onzentrieren uns wie oben angekündigt in diesem Modell auf nur 2 Kennziffern:

tlir: elrvartete Rendite und die Varianz ebendieser R.endite. Wir wollen natürlich eine

rnöglichst holie Rendite und eirre möglichst kleine Varianz unserer gesamten Geldanlage

lraberi. Wil haben damit wieder eine Annahme gemacht; nämlich, dass sich Personen

ltc':i Arrler,geentscheiden sogenannt "risikoauers" verhalten: Bei gleicher erwarteter Rendite

rvelcl<:rr Sie diejenige Anlagemöglichkeit wählen, welche die kleinere Varianz besitzt - ebenso

tA.
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wird man bei gegebener Varianz diejenige Anlagemöglichkeit wählen, welc;he clie höchste

erwartete R,enclite erzielt.

/_/* _y'aa .ooo
Zoo' OOo e-1=4

fu/rc -1eo'0e)
ttt'/ /'- f a 7. //'ÄJ

go'o 0a,'- fur*. -/za' 0()a

@ */ /. ,o 7" ü7L'/

-I5A'OO a *?? fa'o a a

-/tZ ' o oo 6='-' 52'o a o

27"

Wir müssen uns jetzt darüber unterhalten, was denn die erwartete Rendite uncl clie Valiarnz

der gesamten Geldanlage, des Portfblios, ist. Wir defi,ni,eren die Rendite,R cles Portfblios

a als mit den ai gewichtetes N{ittel der Renditen Ri der einzelnen Anlagernögliclikeiten:

R(a)::Doo^u, (Rendite des Portfolios)
d

i.:7

s@
Man kann auch nachrechnen, dass diese Definition durchaus dem entspricht, -uvas r,vil unter'

der Rendite des gesamten Portfolios verstehen wollen.

Lemma 15.2 [Rendite und Varianz eines Porfeuilles] Mlt obi,gen Beze'i,ch,rvu,n,rte'n,

gelten für rti,e erwartete Rendi,te m und di,e Vari,anz o2 der gesamten, Geld,a,'n'l,a,gte ('wi,r'

'inuest'ieren e'inen Bet'rag ai i,n Anlage i, für I <'i < d) folge'nde Formeln:

a) m: a,T p, rr,rrd

b) o2 : crr\)u".
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Beweis von Lemrna L5.2

a) ist in cler Stunde zu lösen:

4

n-f[,rr{: -'7 .1*3J:=*,{r,l
i=a

(-)

J

b)

o2,:vfn@)l: El(R(a) -eln(a)l)rl :E[(I ailRt_ p,))r]
d

I:L
dd: EII larc,(Rt - t')(R, - p,)l: I \an,E[(Rt - p)(R, - p,)]

dd

l,:7 u:I I:L u:7

:tTopoorr:aTDa.
dd

l:L tt:\

Ar:ssage a) lässt sich intuitiv nachvollziehen: wir haben ein gewichtetes Mittel. Wenn

wir r:inen Anteil von 0.4 unseres Kapital in eine Anlage mit erwarteter Rendite von 10 %

investieren und 0.6 in eine Anlage mit 8 To, so wird die erwartete Rendite unseres Portfolios

cler beiclen Anlagen (4++.S;:3.8 Prozent sein. Die Formel fiir die Yarianz ist schwieriger

zu fa,ssen.

Das zr:ntrale Problem, welches wir im Folgenden lösen werden, ist folgencles: Welches

Poltfblio werclen wir zusammenstellen um entweder bei gegebener erwarteter Rendite (rn) 4)
bener Yarianz (o2) die erwartete

ä.
)

clie Varian, (o2) zu minimieren oder um bei

R,enclite (rn,) zumaximiere"t 2.)

"/ f 2o/,,

€
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15.5 Berechnungen im Modell (Analyse)

Wir werden uns in diesem Kapitel nicht mehr weiter bei jedem Schritt fragen, wie realist

die Annahmen waren und was dieses und jenes in der Realität bedeutet. Däs komrnt cL

in 15.6.

L5.5.L Ohne risikolose Anlage ,S0

wir werden zuerst clie obige Problemstellung ("Maximierung der

des Risikos" ) fbrmalisieren. Daztt führen wir die beiden Begriffe

und " Grenzportfolio" ein:

Definition l-5.3 fEffizientes Portfolio, Grenzportfolio] Ei,n Port,fol'i'o a'* h'eiss

ffizi,ent, wen,'rt' ke'in Portfolio ä, eri'stiert, so dass

E[n(o.)] < EIR@)I

und

v[n(a-)] > YIE(a)l'

Ei,n Port,fol'io a* heisst Grenzportfol'io, wenn kei,n Portfol'io 0' eri'stiert, so dass

EIR(a.)l: EIR@)I

und

vlR(a.)l > Y[R(a)l

\

Renclite, lVliniruieluil

"Effizientes Portfbii<i
1
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lliri effizientes Portfolio ist somit immer auch ein Grenzportfolio; die Umkehrung gilt nicht!

\A/il rverclen versuchen, die Menge der Grenzportfolios zu finden. Dazu müssen wir folgen-

cles Optirnierungsproblem lösen:

IJrstes Optirnierungsproblem [ohne risikolose Anlage S0] F,i,'n,d,e a,, so do,ss 02 '.:

\t (I7Qt,)) rn,z'nzrnzert wird und fol,gende Nebenbedi,ngunge'n eingehalte'n, werdert;

1. a,T L: I
2. o,' lt: rt, (:konstant, gegeben!)

\A/il setzen zuclem voraus, dass d ) 2 und pr kein Vielfaches von 1 ist (unrea,listisch). Diese

Opl,iiniclungsaufgabe ist als Übnr.g clem/cier Leser/in überlassen. N[an erhält dann für

rlas Poli,fblio a fblgenden Ausdruck:

C-Bm Am-B
": t, "*' D D-tp, (15.1)

wenr] wir.clefinieren: Ä 1: !?y-7L, B :- LTD-Ip", C ,: LrTD-lpi, uncl D :: AC _ Bz.

\4a.rr kernn:i,uch zeigen, dass A,C,D alle positiv sind. Wir müssen noch überprüfen, ob

es sich d:r,bei tatsächlich um Grenzportfolios handelt; die Optimierung liefert nur einen

I(a:nll,i,dnien für ein Optimum. Dazu drücken wir o2 als Funktion von ?n, aus: ////)

o2 : oTDo: rn
D D

Dies h:rnn derart umgeformt werden, dass man sieht, dass dies die Gleichung für eine

Pa,r'u"bt:l, ist

Del Sc;heitelpunkt ist (m,, o'): (ä,+) In der (a,p)-Ebene haben wir mit der Gleichung

C - Brn Am- B
+

)'
,ABo':-(m,--D' A

1
I-'A

1+AA
D

o
B*- Ä)( 2

c:irc ll'yperbr:1,.

\A/il sehen .ietzt, dass wir in der Tat die Glenzportfolios gefunden haberr. Wir haben pro m /
irnmel nur einen Karrdidaten gefunden; zudem kann die Varianz nie kleiner als Null werden

ttrrcl rrrrclererseits beliebig gross. Die effizienten Portfolios sind diejenigen mit, m> ft.

209



Gleichzeitig haben wir sofort ein ganz spezielles, sogenanntes "Global lVlinirnurri Valianc;cr

Portfolio" rrrni?) erhalten: es ist dasjenige im Scheitelpunkt: n't,: BIA utrcl o2 - Illl.

Wenn wir clies in (15.1) einsetzen, erhalten wir

1 t-r1_- F] -r-l _u-:in' Au r- 1Tr_tl.

L5.5.2 Mit risikoloser Anlage So

Wir hahel hereits arn Anfang bei der Modellbildung die sogenannte "risikolose" Anltrgr,r

^90 eingeführt. Diese generiert uns eine sichere Rendite von A6 :: r ) 0. Wir er'lauben irt

diesem Teil auch Investitionen ("Long" und "Short")in cliese risikolose Anlage; zuclr:rrr sei

auch der Kreclitzins gleicli r. Wir fügen Lrnserem Portfblio a noch eine nullt,e Korrtporreril,t:

hinzu: p:: (I - d,a). a ist dann der Anteil des Vermögens, welcher in lisikobehaftetc:

Anlagen investiert wird. Jetzt muss LT a, : a erfüllt sein, damit unser gesamtes Poltfblio

p auf 1 sumrniert. Für die Rendite haben wir jetzt die Formel

n@)VQ-rl)r+la&t
d,

I:1

Die erwartete R.endite ist jetzt gleich

m :: EIR(p)l : r * (tt'o - rtr a)

und die Varianz ebendieser Rendite ist

o2 '.: v@(p)) : ar\a,

da die risikolose Anlage keinen Beitrag zur Varianz leistet. Wir wollen auch hiel r,viecler

die effizienten Portfolios finden und suchen deshalb zuerst nach clen Grenzpoltlirlios:

Zweites Optirnierungsproblem [mit risikoloser Anlage S0] F'i,'n,d,e. a, ,so rl,rr,s,s 02 '.-

V (R(p))'m,i'nirniert wi,rd und folgerr.d,e Nebenbedi'ngun,g ein'gehalterL wird,j

aT p - rLl' a I r : m, (:konsta,nt, gegeben!)
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Da a:r1 : o, können wir auch

Ifiel rmrss a,71 rricht gleich 1 sein. Die ist einfacher als beim ersten Optimierungs-

ploblem uncl rvird hier nicht ausgeführt

iiil li, B,C, D clen Ausdruck

NIan erhält mit den Bezeichnungen von vorhin

/.-- ta/eaa//,' > /- --> 7tn'o1L
f-J.--1

C-2rB-l ( 15.2)

J;..*/*, z"
das gesamte

ck:n Zusamrnenhang zwischen m und o bestimmen. Einfache R,echnr:ngen führen in der

(rrt,, o2)-Ebene zu folgender Parabel:

-2 - 
(^ -')'" -j-2rgarry

\Ä/jr rvollen r,vieder diesen Zusammenhang auch in der (rn, o)-Ebene clarstellen. Im Gegen-

sttl,z zurn Teil ohne risikolose Anlage erhalten rvir keine Hyperbel sondeln eine
WL

Gei'zLclengleic;hung

r

auch hier

1

-2rB+
(m, - r)l d

lJies sincl clie Grenzportfolios; die effizienten Portfolios sind diejenigen auf clem ob

Dir:sen obelen Ast nennt man auch die ttefficient-market-line".

Irr clel Tat gilt hier wenn rn : r) dass dann die Varianz Null ist. Das muss ja auch so sein,

clenn rvenn man Gleichung (15.2) anschaut, sieht man sofort, dass man dann gar nicht in

<1ir: risikobehafteten Anlagen investiert.

Wenn u,ir clie Anlagemöglichkeiten vergrössern (d vergrössern oder nur schon die risikolose

Anltr.ge mit r:inbeziehen), so sind wir (was unsere Problemstellung zr,nbelangt) mindestens

itr ojrrer gleich guten Situation wie vorher. Falls uns die Anlagemöglichkeit nicht "passt", so

rvr:r'rlc:n rvir einfach nicht in sie investieren. Also muss die Menge der möglichen Portfolios

itr rlct (rn, a)-Ebene immer grösser werden, je mehr Anlagemöglichkeiten wir zur Verfügung

lttrben. Wenn wir rn, fix vorgeben, so werden wir also das Risiko immer weiter reduzieren

kijruien. wenll wir mehr Anlagemöglichkeiten berücksichtigen. Diesen Vorgang nennt man

"Dir.ersifizieren". Das Risiko wird aber nicht bis auf Null reduziert werclen können, ausser

'ttt,:'t". Del Teil des Risikos, welchen wir nie wegdiversifizieren können nennt man das sys-

clre Risiko. Der TeiI, welcher wegdiversifizie'-t werden kann heisst ))unsyst€rrlatisches

"1:3
11

O:l

W

r

6
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Risiko". Wircl d vergrössert, so muss man (bei gegebenem rn) immer wieclel rnit Gleic:lrurig

(i5.1) ocler (15.2) clas beste Portfolio berechnen. Es kann also nicht einfach rvilllcr-ir'lich

"ein bisscherr diversifizierl," werden. Die Kovarianzstruktur uncl die Err,vartungswelte clerr'

Renditen miissen prominent beräcksichtigt werclen. Der Diversifikationspl'ozess ist abel

leider in clel Praxis mit Kosten verbunden (je mehr verschieclene Titel clesto ter-uer'). NIan

u*/4L-

^JNoL
k]rl"

Y;!;,{

muss also einen Kompromiss machen
.2-d

" a" ,&rt
"'Eu'42''' : ; i "" "3-furr.r"^ut' l/tfr--Z.s 

V

/

Betrachten wil noch den Spezialf'all, dass wir zuerst in einem Markt oiure lisikolostl Anltrge

sind. Wenn wil jetzt die risikolose Anlage einführen, so haben wir in cler' (rn, o2)-Ebenc,

also zwei Parabeln: eine für die Grenzportfblios ohne risikolose Anlage r-rncl eine 1äl clie

Grenzportfblios mit risikoloser Anlage. Einen Schnittpunht kann es nicirt gebt:rt: sonst

wäre die lVlenge der möglichen Portfolios ohne S0 keine echte Teiimenge r-lel rrtögli<;ltert

Portfolios rnit ,S0, was wir oben ausgeschlossen haben.

d.>.4
d=

_2

41(o,a) ^.- Z.?ü-/-r/f*/ß/;
ü

d'-O

/.-- -s-

/
t-

o

d
Falls r < BlA, so gibt es hingegen ein "Tangentialportfolio". trs ist dies ein Polt{blio,

welches sowohl im lVlarkt mit ,S0 als auch ohne S0 effizient ist. Diese Rechnungen welclert

// ?o
/z,f J

2r2



tticlrt rr,usgefiihrt (Schneiden zweier Parabeln, Mittelschulstoff). Das Tangentialportfolio

ist

ot : uJ arx-t(p - r1).

Die elrvartete Rendite des Tangentialportfolios ist

nlt :: EIR@L)I:=#f, 1r,)
uncl die Varianz ist

(o')':#
Es ist lclar, der,ss wir im Tangentialportfolio selbstverständlich nur in die risikobehafteten

Arilngen investieren. Ansonsten hätten wir ja frir gegebenes mt im lViodell mit ,S0 zwei

r:{fiziente Portfblios. Eines mit risikolosem Antell + 0 und eines ohne lisikolosen Anteil.

Die r:ffizienten Portfolios sind aber eindeutig.

lJirr Investor wircl je nach Risikobereitschaft (a) einen unterschiedlichen Anteil seines

Verrnögens in ot uncl in ,90 investieren (das haben wir nicht gezeigt, einfache Übung).

Wir haben die für ihn sinnvollen Portfolios iclentifiziert. Für Personen mit Ökonomie-

Kenntnissen: Wo wird er investieren? /" /,//...-*loon*^

d +

\
h

r

15.6 Bemerkungen

1. Es wird "normalerweise" in alle Anlagen investiert, auch mit "schlechtem Er-

rvai'tungswert" (Kovarianzen eventuell zur Risikominimierung gut brauchbar).

l
t*

d

213



2. Ganz genelell wollen wir hier f'esthalten, dass wir bis ietzt keine explizit,e -4\nritr,irrncr

über die Alt clel Verteilung der R,enclite (Normalverteilung etc.) gernaclrt halbetr. Es rsl,

eine besonclele Stärke cles Vlean-Variance-Ansatzes, das keine Annahrne äbel clie Velteiiurtg

einfliesst (ausser EIR?) < oo).

3. Die Schätz- und Testprobleme in diesen Moclellen können wir irr clel l(tilz,e nicht

besprechen. Ic;h verweise hier auf Kapitei 5, Sektion 3 von Czr,mpbell, ,I.Y., Lo, A.\^/.

und \4acKinlay, A.C. (1997): The "Econometrics of Financial Nlarkets"; siehe r'vrvrv.rrrt-r,t,h-

jobs.com/lit.htrnl. trs gibt Konf'erenzen) an clenerr rnan sich ausschliesslicli rtrit Schiitz-

methoclen ftir clie Kovarianzrnatrizen auseinanclersetzt.

4. Der h4ea,n-Varia,nce-Ansatz ist in del Praxis zentral wichtig

5. In clel Realität sind wir mit Restriktionen konfrontiert (von Behörden oclel vorri

globalen R.isk-Nlanagement cles Finanzhauses). B eispielsweise körrntetr

* Leerverkäuf'e vollständig verboten sein,

* oder rnan darf nur 20 Vo des Portfolios short seirr,

* oder man clalf nicht mehr als 30 % des Geldes in risikobehaftete Anlzr,gen irrvestielc:n,

x oder man clalf höchstens 40 % des Geldes im Auslancl anlegen.

Wenn man Portfblios unter solchen Restriktionen optimieren will, wird clie Lirsr-rrig niclrt,

mehr so schön. Meist sind dann numerische Methoden von Nöten.

6. Weitr:re Moclelle beinhalten Transaktionskosten, mehrere Perioclett uncl I(onsutrt

am Ende der eitizelnen Perioden.

L5.7 Zusarnrnenfassung

Wir haben irn "reichen Markt" mit risikoloser Anlage,90 gesehen, class es irt cler' (o.rrr,)-

Ebene eirre efficient market line gibt, welche die Portfolios beschleibt, clie bei voi'gegebr:nel

erwartetel R,enclite clie kleinste Varianz haben. Obschon im Prinzip gilt, class hnestolert

nur dann in eine risikoreiche Anlage investieren) wenn auch clie erwartete Renclite lioch

ist, haben wil gesehen, dass rricht jedes Risiko vom Markt auch mit einel höhr:len R.eticlitcr

belohnt wircl. Nur clas systematische Risiko wird belohnt.

2i4 
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Theorie und Praxis im Portfoliomanagement
Echte und aermeintliche Risikodiaersifikation

Yon Marhts Winkter* //eA t Z Olz

Obwohl Nobelpreisträger Harry Markowitz bereig vor fiinfzig Jahren die <modeme
Portfoliotheorie>> entwickelte, sind nur wenige Anleger damit vertraut. Selbst viele Pro-
fis wenden die Erkenntnisse zu einer optirnalen Vermögensaufteilung in der Praxis

nicht an. Deshalb sind die wenigsten Wertschriftendepots effizient. Aber nur in diesem

Fall wirft ein Portfolio eine dem eingegangenen Risiko entsprechende Rendite ab.
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In diesen Spalten wurde unlängst auf <Themen
und Thesen der WirtschaftD (!-gl. NZZ vom
29.5"04) dargelegt, dass viele Anleger eine rätsel-
hafte Abneigung gegen Risikodiversifikation ha-
ben. Um das unsystematische Risiko weitgehend
zu eliminieren, wurde zugleich als angemessene
Diversifikation qmpfohlen, ein Portfolio aus 120

^Altien aufzubauen. Für <<Otto Normalanlegen ist
ein Depot von 120 Aktien allerdings weder zu
überblicken noch ahiv zu verwalten, mit viel zu
hohen Kosten (Minimalgebühren!) verbunden,
und das Resultat ist gezwungenermassen durch-
schnittlich. Konsequenterweise müsste ein solcher
Anleger auf Anlagefonds oder - noch kostengüns-
tiger - Indexzertifftate, ETF, Aktienbaskets oder
Airnliches aus',veichen. Eine der Folgen wären
Tausende von arbeitslosen Anlageberatern.

Vermögensanlage ist Risikomarlagement

Vermögensanlage ist in der Tat zu einem guten
Teil Risikomanagement. Dabei gilt es zu unter-
scheiden zwischen dem systematischen Risiko
(auch Marktri,siko genannt) und dem unsystema-
tischen Risiko (Untemehmensrisiko). Letzteres

i kann durch die Aufteilung auf eine grosse Anzahl
Aktien minimiert werdon. Wenn in einem Depot
von beispielsweise 120 Aktien unglücklicherweise
auch ein Posten Swissair war, hatte der Konkurs
des Luftfahrtkonzerns einen minimen Einfluss auf
das Gesamtergebnis. Im Unterschied dazu lösten
die Terroranschläge vom 11. September 2001,
welche zum <Grounding> der Swissair ftiürten,
einen Kurseinbruch rund um den Globus aus.

Trotz Aufteilung auf 120 Aktien hätte der Anleger
deshalb - zumindest vorübergehend - einen mas-
siven Verlust erlitten. Durch eine geschickte oder
richtige Diversifikation kann allerdings das

Marktrisiko stark reduziert werden. Das.Zauber-
wort heisst Korrelation.

Als Folge des 11. September fielen Luftfahrt-
Aktien fast ins Bodenlose, während die Panik der
Anleger bei Edelmetallen und Minenpapieren zu
markanten Kurssteigerungen fiihrte. Mit anderen
Worten: Es gibt Titelgruppen, die auf ein be-
stimmtes Ereigrris (ferroranschlag, Inflations-
schub usw.) unterschiedlich reagieren, also eine
geringe oder gar negative Korrelation aufweisen.
burctr das Hinzu{iigen solcher Titel kann auch
das systematische Risiko minimiert werden'

Nobelpreisträger Markowitz hat nachgewiesen,
dass nicht die Anzahl der Einzelanlagen die opti-
male Portfoliodiversifikation ausmacht" sondern
vielmehr das Verhliltnis der einzelnen Aktienposi-
tionen untereinander wichtig ist. Weiter hat er
aufgezeigg dass durch die Kombination nicht
korrelierter Aktien das' Gesamtrisiko eines Port-
folios unter das Risiko der einzelnen A-llion ge-

drückt werden kann. Werden etwa einem Depot,
das nur aus Nestl6 besteht, immer mehr Aktien
von Barrick Gold beigeftlgt, so verlagert sich die
Risiko-Ertags-Kombination der beiden Titel vom
Punlt Nestß (NESN) Richtung Punkt Banick
Gold (ABX) (vgl. Gra{ik). Das Phänomen, dass

der zu erwartende Ertrag steigt und das Risiko zu-

-l rrl"rt *i.Uer promovierte an der HSG. Er ist VR-Präsi-

dent der von ihrn 1973 gegründeten VGZ Vermögensverwal-

hogs-Gesellschaft, äiridr.

nächst sogar abnimmt,
ist darauf zurtickufiih-
ren, dass diese beiden
Titel zum Beispiel auf
steigende Inflation und
Krisensituationen un-
terschiedlich reagieren

- also eine sehr geringe
Korrelation aufweisen.
Die optimal6 Portfolio-
diversifikation ist also
nicht in erster Linie
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von der Anzahl Einzelanlagen, sondern vielmehr
von deren Korrelation untereinander abhängig;
Aufgrund der zunehmenden Globalisierung ist
die Korrelation bei grossen Gesellschaften rund
um den Globus sehr gtoss, und die bekannten
Börsen segeln im Kielwasser von Wall Street.
Einzig Mid- und Small-Caps weisen bis zu einem
gewissen Grad ein Eigenleben auf. Die geringste
Korrelation und damit den grössten Diversifrka-
tionsnutzen bieten wohl die Emerging Markets,
welche zudem ein weit überdurchschnittliches
Wachstum aufweisen.

Untersuchungen haben gezeigt, dass bei ge-

schickter Titelauswahl bereits mit 15 Aktien eine
gute Diversifikation erreicht und das unsystemati-
sche Risiko stark reduziert werden kann. Bei mehr
als 30 Titeln ist der Diversifikationsnutzen nur
noch marginal, da.s Portfolio wird aber unüber-
sichtlich und das Ergebnis gezwungenerrnassen
durchschnittlich.

Die meieten Depots sind suboptimal
Sind für jedes Anlageinstrument die Rendite-

erwartung, das Risiko (Standardabweichung der
Anlagerendite) sowie die Korrelation der ver-

schiedenen Anlageren-
diten bekannt, kann
mit einer entsprechen-
den Software fit jedes
Risikoniveau eine opti-
male oder efliziente
Portfoliozusammenset-
zung berechnet wer-
den. Alle möglichen
Kombinationen bilden
eine Linie, die soge'
nannte Efttzietlrzgr enze
(vgl. Grafik). Liegt die

S
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Risiko.Ertrags-Kombination eines bestimmten
Portfolios unter der Effuienzgrenze (2.8.
Punkt S), so ist dieses suboptimal (zu hohes
Risiko fiir den zu erwartenden Ertrag). Die Port-
foliozusammensetzung sollte optimiert werden,
so dass entweder der gleiche Ertrag mit viel weni-
ger Risiko (Punkt Ol) oder bei gleichem Risiko
ein wesentlich höherer Ertrag (Punkt 02) erwirt-
schaftet werden kann.

Die Kenntnis systematischer Zusammenhänge
zwischen Risiko und Ertrag einer Anlage oder
eines Portfolios würde es erlauben, zu einem ge-
gebenen Risikoprofil eines Anlegers das optimale
oder e{frziente Portfolio zu bilden. Die Erkennt-
nisse der <modemen Portfoliotheorie> werden
aber in der Praxis noch viel zu wenig eingesetzl
weshalb die meisten Portfolios suboptimal sind.


