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Dr. C.J. Luchsinger

17 Crash Course Brownsche Bewegung (stetige Zeit, stetiger Zustandsraum);

Pricing & Hedging von Optionen in stetiger Zeit

Literatur Kapitel 17

* Uszczapowski: Kapitel 3

* Lamberton & Lapeyre: Kapitel 3, 4, 8

* Baxter & Rennie: KapitelS

Wir geben in diesem Kapitel mrr einen Crash-Course in Brownsche Bewegung (BB).

wie "Filtration" und genaue masstheoretische Formulierungen lassen wir weg. Die

in diesem Kapitel sind also mit Vorsicht zu geniessen. Normalerweise braucht

man mehr als zwei Semester vierstündige Vorlesungen in diesem Gebiet, um mathema-

tisch sauber zu diesen Resultaten zu gelangen. Literatur dazu findet man auf www.math-

jobs.com/lit.html t z.B. unter "Options & Futures" das Buch "Brownian Motion

and Stochastic Calculus by I. Karatzas and S.E. Shreve. Springer 1997". Dort findet man

,"iauch die Beweise, welche wir hier auslassen.

r:;ü'-1 
Die Brownsche Bewegung wird in der Finanzmathematik in Modellen für Aktien,

lWechselkurse und Obligationen gebraucht. In der Physik wird die BB zur Modellierung

ider Bewegung eines Teilchens (Molekül) in einer Flüssigkeit oder einem Gas eingesetzt; die
I

'Bewegung kommt dann durch Zusammenstösse von Molekülen zustande. In dem Fall hat
:man eine Bewegung im lR3. Die Brownsche Bewegung nennt man auch Wiener-Prozess.

Der Name "Brownsche Bewegung" stammt vom schottischen Botaniker Robert Brown

r(1773-1858). Die Herkwrft des Namens wird zwar korrekterweise meist mit Herrn Brown

in Verbindung gebracht aber mit falscher Begründrurg. Die Geschichte der Herkunft des

- Namens findet man auf www.sciences.demon.co.uk/wbbrowna.htm.
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17.1 Anschauliche Motivation: Konvergenz votr'o Sn" gegen die BB

Sei (Yl);2r eine iid Folge von Zufallsgrössen mit P[Y1 - 1] : PlYr - -1] : 0'5' Wir

definieren für n 2 0: ,90 ::0 und
n

Sn::lU.
ö=L

Wir wissen, dass sich dieses,gr, innerhalb des Intervalles l-n,nl bewegt. ElS"l:0 und

VIS*I: ru für alle n ) 0. Für die Standardabweichung gitt somit sdlS"l: \fr. Der Prozess

(,S,") macht bei allen Zeitpunkten n einen Sprung von Absolutbetrag 1. Wir wollen jetzt

einen Prozess haben, der P - /s keine Sprünge hat und sich nicht nur bei den natürlichen

Zahlen bewegt. Dies könnte erreicht werden, indem wir den Prozess zusammenstauchen

(die Zeiteinheit immer kleiner wählen); wir betrachten exemplarisch und (E das Intervall

t € 10,11, alles Nachfolgende gilt aber auch für t > 1:

xf'aorL :- ^91ntl. (17.1)

Das Intervall [0,1] rst jetzt in n Teile unterteilt, und immer bei t : i,/n,L < i < rz, gibt es

einen Sprung mit Absolutbetrag L. Das Problem an (17.1) ist:

sdlxf'o*t'l: t/".

Wir wollen, wie im Titel zu L7.L angegeben, zu einer Konvergenzaussage kommen. Dann

darf der Limes-Prozess nicht explodieren. Deshalb arbeiten wir mit

(t7.2)

/&.*'h*, /7
Auf dem Handout sehen Sie Realisationen mit diversen n

ffi ]M rx + @, so Eonvergiert dibses (Xf)rr_o gegen ein (&)aq, welchesl

"'jrmird[effinenned Wir können von (L7.2) mit endlichemn einige Resultate herleiten,

t; welche für Xt dann auch gelten werden (siehe nachfolgende Theoreme):

L. Unabhängigkeit der Zuwächse: Mit t ) s giLt: Xf - X? ist unabhängig von Xf .

2. Stationarität der Zuwächse: Wenn t ) s, dann haben Xf - Xf und Xf-" - Xfr die

gleiche Verteilung.
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3. Xf ist (verschoben, nicht-normiert) binomial-verteilt'

Wir wollen beim 3. Plnkt noch ein wenig verweilen. Es gilt ja mit ü : 1

xl::+:ry (12.r)
\/n 'Vn

Dieser Ausdruck konvergiert in Verteilung wegen WTS-Theorem 5.4 (CLT) gegen eine

"l\/(0, f )-Zutatlsgrösse.
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17.2 Defrnition der BB

Deffnition 17.1 [Brownsche Bewegung (BB)l Eine Brownsche Bewegung (BB)

i,st ein rvellwertiger, steti,ger stochasti,scher Prozess (Xr)r>o mi,t unabhöngi,gen und, sta-

tionären Zuwächsen. M athemati,scher:

1. Steti,gkei,t: P-f.s. gitt: di,e Abbi,Id,ung s + X"(o) i'st stetig.

2. Unabhöngi,gkei,t d,er zuwö,chse: wenn s 1 t, so i,st (x, - xr) unabhängi,g uon F, -
o{x"lu s t!> orL, . J/- Xu . /.n 4.s"

S. Stationaritöt d,er Zuwöchse: Wenn s 1 t, dann haben X1- X" wil X1-r- Xo ilie gleiche

Verteilung.

Ist (5rr)r"20 selber eine BB? ,%,:, oä-. no' -/,e,*Z/ 'o*/';?//

Ist ein Poisson-Prozess der Rate,\ > 0 eine BB? ,lä'ior,'.'dl t/ 'oo'/'/"{"/

Wenn man obige Definition liest, so denkt man sich vielleicht, eine BB sei "ein ziemlich

beliebiger Prozessl praktisch alle Prozesse in stetiger Zeit seien demnach BB". Es ist

ein ziemlich überraschendes Resultat, dass mit obiger Definition nicht irgendein beliebiger

Prozess beschrieben ist, sondern dass er im Gegenteil sehr genaue Konturen hat. Es gilt

nämlich folgendes Theorem:

Theorem 17.2 [Verteilungsgesetz der BB] Wenn (Xt)t>o

(X, - Xs) ist ei,ne N(rt,o2t)-Zufallsgrösse. Dabei sind r und, o,o )

Beweis von Theorern 17.2 Der Beweis findet sich in "Gihman, I.I. und Skorohod, 4.V.,

Introduction ä la Th6.ori,e des Processus Alöatoires,l:[d.ir,1980.'

Bemerkung 17.3 Wir nennen eine BB die $üandard-Brownsche Bewegung, wenn gilt:i

Xo:0.F--f"s., Elxrl:0 und EIXiD: t. In obigem Theorem ist damit einfach r:0
und o : L zu setzen. Wir werden unter BB immer diese Standard-Brournsche Bewegung:

verstehen, au$ter wir definieren explizit eine andere BB.'

ö
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17.3 Weitere Resultateo RekurrenzfTYansienz der BB im lR&

Mir

den bisherigen Vorkenntnissen lassen sie sich jedoch gut nachvollziehen. Ma.n orientiere

sich dabei v.a. an Teil 17.1. o ß7. nuu -g/ Z' , ,Al/f,*.r!
(- l/'f,l"Z 4

Theorem 17.4 [Weitere Eigenschaften der BB] Die BB hat folgende weitere

Ei,genschaften:

a) Ein Pfad iter BB ist P-fs atetig, aber nirgenils differenzierbar.

b) BB ist Rekurrent auf R (hommt mit Wahrscheinli,chlteit I zurück zum Nullpunlct, und,

geht ebenso mit Wahrschei,nti,chkei,t I zu jeilem uorgegebenen Punlet hin; agl. RW).

c) Sobakt die BB an ei,nem Punkt ankommt (2.8. A), wird, aie innert (beliebig klei'ner,

positiuer) enilli,cher Zeit ilieeen PunH gleich unendlich oft uerlaasen und wi,der besuchen.

d) Sei,en xl[, X!2) zwei unabhöngige BB,s. Dann nentuen wi,r x[d"u) :: (XJ1l,xJ'))

eine zweidimensionale BB. Diese wird mit Wahrscheinlichlcei't 1 ied'en noch ao kleinen,

uorgqebenen e-BaII i,m N besuchen (Rekutenz im Ri2; agl. RW). Ei,nen

Punlet z.B. (0,0) wirit ilieses X[aue1 nach Zeit 0 ni,e (wi,eiter) besuchen mit Wahrschein-

lichkei,t 1, R-. B,// too./a.'

e) Seien x:\ , XI4 , Xlu) am anabhöngise BB's. Wir nennen xlt'") ,: (XlD , xl') , xlu))

eine drei,dimensi,onale BB. Dieee wi,ril nur noch mit Wahrschei,nlichkei't kleiner 1 einen

uorgegebenen "e"-Batt im Ws (wieder) besuchen, wenn ilie BB ausserhalb ilieses BuII's i'st

(nöcht auf dem Rand,) (Iyansienzdm IR3,. ugt. RW). amenFllPunlct z.B. (0, 0, 0)

wiril ilieses Xttn") nach Zeit 0 nie (Ued,er) besuchen mit Wahrscheinlichkeit 1.

f ) Die BB i,st selbstähnlich.
u//F' sr (&xA--r?*,,/-)

k
o'"
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Dabei ist Xs eine BB. Diese stochastische Differentialgleichung (I7.q wird häufig (fast

immer) in symboli,scher Form folgendermassen geschrieben:

dodule//
d,Ss - SrW, + oäXr1, So : ro. (17.5)

Nochmals: dies ist nur eine s"t*rir{i{(t'i, s.tt nicht darum, dass man eine F\rnktion,

welche nirgends differenzierbar ist (Theorem 17.4 a)), doch irgendwie ableiten kann. Mit

17.4 Modellierung von Aktienkursen

Gleichung (I7 .4) ist eine sogenannte stochastische Differentialgleichung:

wie (17.5) tst immer die Integralform (I7.4) gemeint.

Wie bei deterministischen Difierentialgleichungen gibt es Sätze zu Eindeutigkeit und Exis-

tenz von Lösungen; die eindeutige Lösung hier ist

s :rqu:wp (tp * & fzlt, * axslt (17.6)

Im Gegens atz zu obigen beiden Formeln (I7.4, 17.5) kann man diesen Ausdruck verstehen,

sobald man weiss, was eine BB ist. ;"1 nennt man die Drift und o ist die Volatilität.

i'hlode1l (17.6) ist das Modell von Samuelson für die Modellierung von Aktienlursen Sl,

(vgl. Handout). Es wird fälschlicherweise auch Modell von Black-Scholes genannt, weil in

Modell (17.6), ur,Ld nur dort, die Nobelpreis-Formel von Black-Scholes gilt. Diese Formel

wollen wir hier ohne Erklärungen angeben: Für eine europäische Call-Option mit Strike

-I{, Restlaufzeit 0, momentfiiem Preis des Basiswerts von r, risikolosem Zinssatz von r und

Volatilität o definieren wir

, log(r lK) + (r + o2l\e
wI .-

ot/0

vnd. d,z :: dt - ot/0
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Die Formel von Black-Scholes lautet dann

--%/% rt'"#'i
wobei N(d) ,: h [!*"-"'/2d,u. Ineiner übung auf Blatt 1!werden wir wle man

dann Pricing und Hedging hier anwendet. Damit ist danndie.Finanzmathernafik.in dieser

Vorlesung abgeschlossen. A9&*b&io--,ä ,'f. e6/gf

o

\)
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