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2 Weitere notwendige Grundlagen aus der WT: Konvergenzarten und -Sätze

Literatur Kapitel 2

* Grimmett & Stirzaker: Kapitel 7

* Krengei: $ 12 (wenig)

Zur Einstimmung lese man in WTS nochmals Kapitel 5. Es wird nachfolgend auf die

Unterschiede Bezug genommen. In WTS Kapitel 5 haben wir jeweils (einfache) Spezialfälle

der unteren Situationen und Theoreme betrachtet.

2.1- Konvergenzarten

In der Vlsg WT gibt es viele Konvergenzarten für Folgen von Zufailsgrössen. Sie haben alle

ihre Berechtigung. Wir repetieren hier nur die wichtigsten. Leserlnnen aus dem Gebiet der

Analysis seien sich bitte bewusst, dass wir hier Wahrscheinlichkeitsmasse haben (endHch

und sogar von Mass 1). Damit gelten Sätze, welche verallgemeinert in der Analysis ni,cht

gelten.

Im Folgenden ist (Xr)rex eine Folge von Zufallsgrössen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(n,A,P); ebenso ist X eine Zufallsgrösse auf dem gleichen (Q,A,P).

1. Ein erster Konvergenzbegriff macht einen Rückgriff auf die gewöhnliehe Konvergenz

einer Foige von reellen Zahlen: die Konvergenz in Währscheinlichkeit, auch stochas-

tische Konvergenz genannt. Dazu wählen wir ein festes e ) 0 und berechnen

p^(e):: PllX" - Xl > .l P

Dieses p*(e) ist jetzt eine reelle Zahl! Wenn wir jetzt n -+ oo gehen lassen, dann ist das

eine gewöhnliche Konvergenz von reellen ZahIen (hoffentlich gegen 0). Exakte Definition:
Y p (4? o-,//*" /-r,'..4^/)
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Wir sagen, dass eine Folge von Zufallsgrössen Xn,,fl 2 0, in Wahrscheinlichkeit gegen eine

Zufallsgrösse X konvergiert, wenn für jedes e ) 0 gilt:

,BPtlx"-xl >€l :o'

In den Anwendungen (WTS-Kapitel 5) ist die Zufallsgrösse X häufig ein Mittelwert (von

iid Xr) oder 0. Diese Konvergenz kommt beim Gesetz der grossen ZahIenvor (WLLN:

Weak Law of Large Numbers).

2. Ein weiterer Konvergenzbegriff macht ebenfalls Rückgriff auf die gewöhnliche Konver-

genz einer Folge von reellen Zahlen: die fast sichere Konvergenz. Jargon: fs-Konvergerr-

(fast sichere) oder as-Konvergenz (almost surely); in der Analysis eher ae-Konvergenz (al-

most everywhere). Dant fixiert man zuerst ein bestimmtes Elementarereignis r.r. Man

kann sich dann für dieses c..r fragen, ob limrr*oo X*(w): X(a).Falls dies nicht nur für ein

bestimmtes r,.r gilt, sondern im Gegenteil die Menge aller c.r's mit dieser Eigenschaft Mass

t haben, dann liegt fs-Konvergenz vor. Exakte Definition: Die Folge von Zufallsgrössen

Xn,fr ) 0, konvergiert fs gegen X, wenn

Pl{rl }y5x"(r) : x(r)}l : t.

Auch hier wird in den Anwendungen die Zufallsgrösse X häufig ein Mittelwert (von iid Xi)

oder 0 sein. Auch diese Konvergenz kommt beim Gesetz der grossen ZahLen vor (SLLN:

Strong Law of Large Numbers).

Leute von der Gasse sprechen in den beiden ersten Fällen vom "limP" und vom "PIim".

3. Der dritte wichtige Konvergenzbegriff wird über die Erwartungswefte definiert: die

sogenannte.Lp-I(onvergenz. Die Folge (X*),n) I, konvergiert gegen eine Zufallsgrösse

X in der trp-Norm (eigentlich eine Quasi-Norm), wenn gilt
V - V-h,th-n** -/ l,-rrn*1 Z F

i}

ll ll ' v -e/fi,l|*(:c' 4*> 2q:o
l(Ax tl : lxl , ll xll ]ry' tllx"-xlel -0. r

LINJ'=ilt lla+7ll <ttxtl+ llyll
Auch hier wird X häufig eine Konstante sein. Es gilt: konvergiert X' gegen X in der

La-lJu,n trp-Norm, so konvergiert Xn auch in der trq*Norm gegen X, falls p > q > 1. Für p : 2

spricht man auch von Konvergenz im quadratischen Mittet.
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4. Die vierte Konvergenzart tanzt insofern aus der Reihe, als dass die Folge der Zw

fallsgrössen Xn nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein muss (wir wer-

den nicht einzelne or's von Anfang bis Unendlich verfolgen). Man stützt sich bei dieser

Konvergenz auf die Verteilungsfunktion; dies gibt der Konvergenz in Verteilung auch

den Namen: Eine Folge von Zufallsgrössen Xn,fr ) 1, konvergiert in Verteilung gegen eine

Zufallsgrösse X, wenn die Folge der Verteilungsfunktionen Fx*(a) gegen die \/erteilungs-

funktion Fx(a) konvergiert und zwar an allep Stetigkeitspunkten von ,F;! Es gibt viele

alternative Definitionen dieser Konvergenzart (auch in allgemeinen mebrischen Räumen),

die hier vorgestellte ist die elementarste. Diese Konvergenz haben wir in WTS-Kapitel 5

schon kennengelernt. Die Konvergenz war dort gegen eine Standard-Normalverteilung -

die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist bekanntlich überall stetig, womit wir die

Sache mit den Stetigkeitspunkten in der WTS gar nicht beachten mussten.
a e./"a :< &LG,/& 1ZTr. er-J

Lq',En-14'.,' ut ELL& & /on -
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Vergleich zur Vorlesung WTS:

1. Mit fs-Konvergenz und trp-Konvergenz haben wir zwei neue Konvergenza\ten kennen-

gelernt.

2. Neu haben wir eine ailgemeine Zufallsgrösse X als Limes und nicht mehr nur einen

Mittelwert oder eine N (0, t)-Zufailsgrösse

3. In der elementaren WTS (v.a. Mittelschule und für Nicht-Mathematiker/innen an den

Hochschulen) wird meist die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gebraucht um die Kon-

, vergenz des arithmetischen Mittels gegen den theoretischen Mittelwert (eine reelle Zahl

und keine Zufallsgrösse mit positiver Varianz) zu formulieren (LLN) und die Konver-

genz in Verteilung für den CLT. Kurz: Konverg enz inWahrscheinlichkeit für Konvergenz

gegen einen einzelnen Punkt und Konve rgenzin Verteilung gegen eine Zufallsgrösse mit

positiver Varianz. Dies ist am Anfang der Ausbildung als Gedächtnisstütze und Orien-

tierung durchaus erlaubt - ab jelzt aber zu simpel.
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2.2 LLN (WLLN, SI,LN) revisited

WT-Definition 5.5 [Gesetz der grossen ZahLen] Ei,ne Folge Xi,i, ] 1, uon Zu-

fallsgrössen mi,t end,lichen Erwartungswerten genügt dem (schwachen/starken) Gesetz der

grossen Zahlen, uenn di,e Folge

]rL
nD{;' - ElxoD

i,:1

(i,n Wahrschei,nli,chkeit/fast sicher) gegen 0 konuergi,ert. Di,e Abkürzungen WLLN und,

SLLN stehen engl'isch für Weak Law of Large Numbers (bei, Konuergenz i,n Wahrschei,n-

tichkei,t) resp. Strong Law of Large Numbers (bei, fast s'icherer Konuergenz).

Wir werden in WT-Satz 5.3 sehen, dass aus SLLN das WLLN folgt. Das Gesetz der

grossen ZahIen ist offenbar eine E'igenschafteiner Folge. Es gilt foigender starker Satz,

welcher übrigens nicht die Existenz einer Varianz fordert:

WT-Satz 5.6 [Satz von Kolmogoroff] Sei Xi,,i ] L, ei,ne Folge uon paarwe'ise

unabhringi,gen, id,enti,sch uertei,Iten Zufallsgrössen mit E|X1l] < *. Dann genügt d,i,ese

Folge dem SLLN; es gi,lt also
1

TI

f x, .- Elxl
n i:l

fast si,cher, falls n ---+ oo. Di,ese Folge genügt wegen WT-Satz 5.3 auch dem WLLN.

Beweis: Vlsg WT
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2.3 DAS Schema
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2.4 ,Konvergenzsätze

WT-S atz 5.1 [Ir-Konver genrz + Konvergenz in Wahrscheinlichkeit] (X,),,> 1

sei ei,ne Folge uon Zufalkgrössen, welche i,n der Lp-Norm gegen ei,ne Zufallsgrösse X kon-

uergi,ert. Dann konuergi,ert d,i,e Folge auch in Wahrschei,nli,chkei,t gegen X.

Beweis von WT-Satz 5.1: (E nehmen wir X:0. Sei e ) 0. Wir haben

Ellx.l'l2 Ellx"lp111x.12.1J > ee Ell11x-t>.)l : ee PllX*l / el. (Wr - 5.1)

Wenn die Folge aber in -Lp konvergiert, dann wegen (WT-5.1) auch in Wahrscheinlichkeit

WT-Lemma 5.2 lp ) q ) 1: ,Lp-Konvergenz + ,Lq-Konvergenzl Sei, (X"),

n) L, eine Folge uon Zufallsgrössen, welche i,n d,er Lp-Norm gegen ei,ne Zufallsgrösse X
konuergi,ert und, sei, p > q ) I. Dann konuerg'i.ert die Folge auch i,n d,er Lq -Norm gegen X .

Beweis von WT-Lemma 5.2: Vlsg WT

WT-Satz 5.3 [fs-Konvergönz * Konvergenz in Wahrscheinlichkeit] 
^9ee 

(X"),

n ) I, ei,;ne Folge uon Zufallsgrössen, welche fs gegen ei,ne Zufallsgrösse X konuergi,ert.

Dann konuergi,ert d,ie Folge auch i,n Wahrsche,inli,chkeit gegen X.

Beweis von 'WT-Satz 5.3 Vlsg WT

WT-Satz 5.4 [Konvergenz in Wahrscheinlichkeit + Konvergenz in Vertei-

lung] Sei, (Xn), n ) 1, eine Folge uon Zufallsgrössen, welche dn Wahrscheinli,chkei,t gegen

e'ine Zufallsgrösse X konuergi,ert. Dann konuergi,ert, d,i,e Folge auch'i,n Verte,ilung gegen X.

Beweis von 'WT-Satz 5.4 Vlsg WT

WT-Satz 4.7 [Monoton-Konvergenzsatz von Beppo Levy] Sei, (Xn), n ] !,
ei,ne nichtnegati,ue, monoton wachsende Folge uon Zufallsgrössen (für alle a.r € (-) und n ) 0

silt: Xn(u) I Xn*t(w)). Dann g,i,lt:

]*tlx^l : El,qx"l'
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Beweis von WT-Satz 4.72 VIsg WT

WT-Satz  .L1 [Satz vott Lebesgue von der majorisierten Konvergenz] Sei,

(X.), n ) I, ei,ne Folge uon Zufallsgrössen, welche fs gegen eine Zufäilsgrösse X kon-

uterg'iert. Zud,em eni,sti,ert ei,ne ni,chtnegati,ue Zufallsgrö)sse M (Majorante) d,erartt, d,ass

EllMll { oo undfürallen> 0 si,lt: PIX*< Ml:t. Danngelten EIlXll ( oo,

Iimr,*oo EIX*I: ElXl und,Iimn-* EllX*- Xl] : O.

Beweis von 'WT-Satz A,LL: Vlsg WT

38



'E OJ

xh

2.5 Beispiele und Gegenbeispiele

2.5.L Erstes Beispiel/Gegenbeispiel

Sei (f,l, A,P): ([0,1],6([0,1]),P) mit P[[a,b]] :: b-a, wenn 01a < b < 1 (Uniform-

verteilung). Wir definieren eine Folge von Zufallsgrössen

X.(u) ::7p114(w)

Untersuchen Sie dieses Beispiel im Hinblick auf 2.3 GJ- u,6/ 
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rs42
2.5.2 Zweites Beispiel/Gegenbeispiel

Sei (fl, A,P): ([0,1],8([0,1]),P) mit P[[o,b]] :: b-a, wenn 0 ( a, < b S 1 (Uniform-

verteilung). Wir definieren eine Folge von Zufallsgrössen X^

X.(r) :: nIp174(w)

Untersuchen Sie dieses Beispiel im Hinblick auf 2.3.
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2.5.3 Drittes Beispiel/Gegenbeispiel

. Finden Sie ein Beispiel, das zeigt, dass aus der Konvetgenz in L\ nicht zwingend die

fs-Konvergenz folgt.
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