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Angewandte Stochastik
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3 Grundbegriffe von Markov-Ketten

Literatur Kapitel 3

* Grimmett & Stirzaker: Kapitel 6.1

x Krengel: $ 15
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1. A. A. Markov war ein russischer Mathematiker (1856-1922). Sein ame wird manchmal

auf Deutsch auch Markoff oder Markof geschrieben.

2. Man muss immer klar angeben, wie die Zeit (diskret oder stetig) und der Zustands-

raum (was für Werte l<ann Xn annehmen?) ist (diskret oder stetig). Wir verwenden

die Bezeichnung "Kette", falls dieZeitdiskret ist und "Prozess", falls dieZeitstetig ist.

Im weiteren werden wir in der ganzen Vorlesung bis auf einen kurzen Abstecher in die

Brownsche Bewegung nur diskrete Zustandsräume betrachten

Die Markov-Eigenschaft kann einfach in Worte gefasst werden: Betrachten wir eine

Folge von Zufallsgrössen Xt,Xz,...,Xn. Wir wollen jetzt Aussagen machen über die

Verteilung von Xrr..1. Ein soicher Prozess haf die Markov-Eigenschaft, wenn für die

Verteilung von Xrr.,-1 die Kenntnis von Xt, Xz, . . . , Xn gleichbedeutend ist mit der Kennt-

nis von Xr. Die weiter zurückliegenden Werte Xt,Xz,,...,Xn-7 spieien also keine Rolle

firt Xn,r1, wenn w'ir Xn kennen. x'o':O ; n */:: i: i {u: X^-- + 1
*n:,i4 Ruz

Wir werden in 3.1 zur Motivation ein paar Anwendungsbeispiele keiifienlernen. Dabei

kann es vorkommen, dass ein paar Begriffe noch nicht bekannt sind (2.8. der Poisson-

Prozess). Diese werden später ausführlich behandelt. Die meisten Beispiele werden im

Verlauf der Vorlesung noch ausführlich besprochen.
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3.1- Motivation

Beste Motivation:

Geht auf www.math-jobs.com

und schaut die Berufs-Anfoiderungen an!

* Theoretisches Beispiel: der Random Walk RW im Zn, n:1,2,> 3

* BWL: Als OR-Spezialist bei McDonald's (Warteschlangentheorie)

* BWL & Computerwissenschaften: Stochastische Netzwerke

* Biologie & Computerwissenschaften: Epidemienausbreitung (u.a. auch Viren)
x Biologie & Sozialwissenschaften: Wachstum einer Population

* Militärwissenschaften & Biotogie: Sich gegenseitig bekämpfende Populationen

* Versicherungswissenschaften: Modellierung von Erdbebenschäden

* Makroökonomie & Oekonometrie: AR(1)-Modelle mit wechselnden Regimen zlr
Modellierung der Konjunktur

3.L.1- Theoretisches Beispiel: der Random Walk RW im Zn, fl: I,2,) 3

Problembeschreibung: n:1 zum Einstieg, diskrete Zeit: Sei Xt, I < i < k, eine iid-Folge

von Be(O.5)-Zufallsgrössen mit P[Xa - -1] : PlX,i.- 1] :0.5 (man spricht auch hier von

Bernoulli-Zufallsgrössen, obschon die Werte nicht 0 und 1 sind). Definieren wir

,56:: X,i,.

Jetzt betrachten wir die Folge der (Sa)6y1 und setzen zusätzlich So : 0. Da die Xa

unabhängig voneinander sind, gilt wegen

,SA:,St-r*Xn,

dass die Verteilung von,96 nur von S7r-1 (und X7r) abhängt, nicht aber von weiter zurücklie-

genden Werten von ,9 (wenn ,96-1 gegeben). Die Folge der ,S7, hat die sogenannte Markov-

Eigenschaft.
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Flagestellungen: €4 4, ,A), )
* Kommt ,S7, wieder nach 0 zurljLck? Mit welcher Wahrscheinlichkeit?

r/"J:y'

* Wie oft?

"fr t*# tatzb,T -/

140-

f<)

.)

* Wie lange dauert es im Durchschnitt, bis Sp wieder nach 0 zurückkommt?

oo /*Ve*

* Wie sieht die Situation im Z2 aus (mit Wahrscheinlichkeiten lla je Richtung)?

7.&-'/" -4'/r*o, #-* *l*^ .L Z d

* Wie sieht die Situation imZs und höheren Dimensionen aus (mit Wahrscheinlichkeiten

llQn)jeRichtung)? 
"p <--/ sg ,rnrt 

?
r /a'>l,&r*. o-..ZC .r*
ct * / -trn4*o

Die Antworten auf diese FYagen folgen in Kapitel 4 und Kapitel 5.
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3.L.2 BWL: A,ls OR-spezialist bei McDonald's (Warteschlangentheorie)

Problembeschreibung: Kunden kommen in's Geschäft mit einer Rate von 100 pro Stunde.

Wir modellieren diese Ankunft mit einem Poissonprozess (stetige Zeit).. Diese Ankunft

ist insofern zufällig, als dass diese 100 pro Stunde ein langjähriger Durchschnitt sind. Es

können sehr wohl einmal nur 50'kommen und ein andermal 200. Sie wollen als Manager

nicht zu viele Personen anstellen (fails nur 50 kommen) und auch den Peak von 200 ab-

fangen (keine langen Wartezeiten (:unzufriedene Kunden, Leute kommen gar nicht rein)).

Die Anzahl Wartende Xl l,;rrm Zei[punkt t bei einem Single-Server-Queue genügt (dies wird

später in der Vorlesung gezeigt) einem Markovprozess: Wir müssen nur die Ankunftsrate,

die Leistungsrate des Single-Servers und^ die momentane Anzahl Wartenden kennen, um

bereits bestens über die Zukunfb informiert zu sein. Weiter zurück liegende Werte nützen

uns nichts (diese Eigenschafb "erbt" X1 vom Ankunftsprozess (Poisson) und von der Ex-

ponentialverteilung, mit der man den Server modelliert).

cooo. <- C)-*--*d-- t

FYagestellungen

* Gibt es einen Gleichgewichtszustand der Anzahl Wartenden?

* Wächst die Anzahl Wartende bis oo (im Modell)? Nein, wenn Leistungsrate grösser als

Ankunftsrate.

* Abschreckungseffekt einbauen bbi X, > 10

* Gibt es so etwas wie eine erwartete 'Wartezeit?

,J
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3.I-.3 B.WL & Computerwissenschaften: Stochastische l\[etzwerke

Problembeschreibung (Verallgemeinerung von 3. 1. 2) :

1. Situation ohne Zufluss und bhne Abfluss (stetige Zeit): Knoten 1 bis 3; Leistungsfähig-

keit pro Knoten öt,ö2,ös (r.8.10 Kunden pro Stunde); 5 Personen mit Bedürfnissen

unterwegs: pij,! < i < 5,1 ! j S 3; /r+z:Bedürfnis von Person 4 bei Knoten 2.

pntn:Wahrscheinliehkeit, dass Person nach Knoter m zu Knoten n wechselt; egal was

weiter zurückliegende Vergangenheit (Markov-Eigenschaft!).

6o

a
t.23

Pta
l'at

Psa

2. Zufluss und Abfluss (Shopping-Mall; Computer-Jobs): mutatis mutandis gleiche Situ-

ation wie oben, aber la : Zuflussrate zt Knoten i von Aussen (2,8. Poissonprozess); pa

: Wahrscheinlichkeit, däss man bei Knoten i Austritt. Bedürfnisse der Kunden iid (2.B.

exponentialverteilt). 74

\
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Flagestellungen:

Fa

* Gibt es eine "Gleichgewichtsverteilung? ko,*VA*; r--/h/-a*,/.1
* Gibt es immer grössere Staus vor einzelnen Knoten? Unter welchen Bedingungen kommt

das vor?

* Erwartete Wartezeit?

x "Einschwingen" des Prozesses! , I //
il@ Iauftu

* Wieviel Leistungsfähigkeit soll man jedem l(noten
al *,t tt"l

geben?
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3,L.4 Biologie & Computerwissenschafben: Epidemienausbreitung (,r.r. auch

Viren)

Problembeschreibung: Feste Population von l/ Menschen; diskrete Zeit. Zrm Zeitpunkt

j seien (Si,Ii,E) die Anzahl (Ansteckbare. (Susceptibles), Infektiöse, Erholte), wobei

damit für jeden Zeitpunkt gelten muss, dass ,9; * Ii * Ei - 
^r. 

Die Menschen verhalten

sich im Modelt unabhängig voneinander. Sei g die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener

Mensch einen Kontakt (genügend eng) mit einem anderen gegebeneh Menschen zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten hat.

Sj*r : 
^9r' - (die neu Infizierten),

Plein gegebener Mensch aus den Ansteckbaren nicht in diesem Intervall infiziert wirdl :
(L - q)" ' Dantr gilt

Sj*, - Bin(S7, (r - q)t').

Diese Verteilung enthält neben q nur (Si;Ii) als Parameüer und ist somit nur von der

Gegenwart j abhängig (aber zweidimensional), falls diese bekannt ist. Weiter zurücklie-

gende Werte haben keinen Wert für Vorhersagen. Wir haben also auch hier die Markov-

Eigenschaft.

Ftagestellungen:

* Wie sollen wir derr Genesungsprozess I --+ E modelliere n? 7eo*'*/.(J,* Gibt es für j * oo noch Ansteckbare?

* Gibt es nichttriviale Gleichgewichte? Tbivial ist zum Beispiel 

ä I ll;
(o,qil-.) lue{o,UJ

t.' I

F>^ Og

lrl'/*./or.\)
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3.1.5 Biologie & Sozialwissenschaften: Wachstum einer Population

Problernbeschreibung: Wir betrachten das Wachstum einer Population in diskreter Zel\

(Zeit z.B. in Generationen gemessen) . Zn sei die Anzahl Individuen zum Zeitpunkt n. Sei

Xn.; die Anzahl Nachkommen von Individuum j zur Zeit n. Jedes Individuum trägt zu

jedem Zeitpunkt zum Wachstum der Population bei. Wir nehmen an, dass X,"7, n ) 0, j )
1 iid (kaum realistisch). Sei zs die Grösse der Population zur Zeit 0 (fest). Dann gilt:

zn

Zn+t:DX*, * Zn.
j:l

Damit hängt Zn11 n:ur von Zn, nicht aber von weiter zurückliegenden Zeitpunkten ab

(gegeben Z ") (Markov-Eigenschaft!).

Fragestellungen:

* üb er I appuns der G ener ut iod1of r?rä{rjr" ä{ #K #"ffi ,
x Wie schnell wächst Zn?

x Einbau eines parallelen Sterbeprozesses, Immigration?
x Wann gibt es einen Gleichgewichtszustand?

a/r'?z

(u. t y,ata.*, l''r//)
" =. /.4-l,rV./+r>?

" o'/*"y')4 */*"1L
ao

32-ö 4
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3.1.6 Militärwissenschaften & Biologie: Sich gegensgitig bekämpfende Popula-
"z/ u.-r Sktionen

(" ,(G r-.-**/ -7 3
FYage an's Publikum: "Infanterie: Kampf bis zur letzten Patrone". G Qualität

und Motivation der Armeen A und B. A hat 10'000 Mann Infanterie, B hat 5'000 Mann

Infanterie, Wie wird etwa der Endstand sein?

v a-/rz

40'ooa * t'oaa *

n4c/,ä-:

,4, -y4oa ? ,i,.oäo T/ o-,4- floc:a
K' 0 /b*

Problembeschreibung: Gegeben sind zwei Populationen zur Zeit t (stetige Zeit); r(t) > 0

und g(t) > 0 ist die Menge oder Anzahl der einzelnen Populationen (2.8. Bakterien oder

Infanterie). Diese Populationen bekämpfen sich nun derart, dass folgendes System von

deterministischen Differentialgleichungen erfüllt ist (solange r(t) 2 0 und g(t) > 0):

i: -0a

A: -ottr
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Offenbar ist a der Parameter, welcher angibt, wie stark die r-Population pro r-Einheit

der y-Population zusetzt und p gibt an, wie stark die gr-Population pro g-Einheit der r-
Population schadet. Dies ist noch ein deterministisches Mod,ell, welches ein stochastisches

Analogon hat. Die Markov-Eigenschaft ist offenbar insofern gegeben, als dass nur der jet-

zige Zeitpunkt mit den jetzigen Zuständen über diö Zukunft entscheidet und die Geschichte

keine weiteren Hinweise frir die Entwicklung in der Zukunft gibt.

Flagestellungen:

* Wer gewinnt bei gegebenen Anfangswerten; z.B. r(0) :5,e: 1, g(0) :3,0 :2?

€, -/ ( s.z o*,"- tt--/ ) s''.2 fr-J*- ,,o./ o,'.fl)

* Welche Kombination von n(0),a,A(O), P entscheidet über Sieg und Niederlage?

xlo)t ,l >

x Wibviel hat die Siegerpopulation am Schluss noch übrig? --', l/or;Ä,/ --4p

Schlussfolgerungen aus diesem Beispiel:

1. Bei kleinen Populationen wird der Zufall wichtiger werden und ein stochastisches Modell

ist dann adäquater.

2. Die Antwort auf die zweite Frage hat für die Militärwissenschaften grosse Konsequenzen,

welche bereits Clausewitz (1780-1831, "Vom Krieg") bekannt waren: Konzentration der

Kräfte - klotzen nicht kleckern (Guderian) - Guerillataktik. Der Name dieses Prinzips ist

das sogenannte l/2-Gesetz von Lanchester (1868-1946). Wir werden in Kapitel 18 darauf

zurückkommen. 
" -4*-/r, ur- E*,4r, ttrL. ; ,a;& ,*,.,/ 3 ,ä.oe--

. tr*/la 4',4*r.'- or4'1..,o,n/. ,,4{- &tao /.A,+,* //4**,
o //u,,o'-.-A* z-ve/**# (A"8, fr*Z-)

C,a,-rl a.6 w,6
50/



o

3. 1. 7 Versicherungswissenschaften: Modellierung von Erdbebenschäden

Problembeschreibung: Erdbebenzeitpunkte kann man nicht sicher vorhersagen. Aber aus

der Vergangenheit kann man für Regionen die Häufigkeitsrate schätzen (Modell: Poisson-

prozess). Trotz der Schätzung des Häufigkeitsparameters aus der Vergangenheit geht man

im Modell von einem Markovprozess (in stetiger Zeit) aus.

Man kann für jeden Schadenzeitpunkt unabhängig von den anderen Zeitpurrkten die Scha-

dengrösse ebenfalls zutällig modelljeren. Es ergibt sich dann etwa folgendes Bild:

Flagestellungen:.

* Sind Erdbebenzeitpunkte weltweit unabhängig voneinander? (Griechenland & Türkei)
* Wieviel Prämie soll verlangt werd"en?

* Soll man für die Prämienberechnung lediglich auf Durchschnittswerte achten (20 Mil-

liarden Fbanken Schaden alle L0,Jahre also Jahresprämie 2 Milliarden Flanken plus

Administrationskosten) oder die grosSe Variabilität einbeziehen?

* $topp-Loss-Versicherungen

()
{

51



3.1.8 Makroökonomie & Oekonometrie: AR(1)-Modelle mit wechselnden Re-

gimen zur Modellierung der Konjunktur

Problembeschreibung: Für makroökonomisbhe Grössen wie Wechselkursrelationen oder

Wachstumsraten des röalen Bruttosozialprodukts oder Realzinsniveaus kann man (nach

allfzilligen TYansformationen) sogenannte autoregressive (AR) Prozesse zu deren Beschrei-

bung verwenden (diskrete Zeit; z.B. Quartaisdaten). 
""* 

einem AR(1)-Prozess genügt

X1 beispielsweise folgender Gleichung: 
,

Xt : aX1-1* e1,

wobei e1 z.B. eine Folge von iid N(0,l)-Zufallsgrössen sei.

X,*-
(*\

L-4 u
X J:{

*l-4

Wenn man den Mittelwert p ungleich Null einbauen wili, kann man dies mit

Xt - H: a(Xt-t - tt) * et

berücksichtigen. Wenn man verschiedene Mittelwerte pttp2 einbauen will (Regime 1 und

2; z.B. Rezession uird Boom-Phase), kann man

Xt - ltt : a(Xt-r - ttt) * et (3.1)

und

Xt - Fz: a(X|-t - pz) * et (3.2)

simultan betrachten. Markov-Switching-Modelle werden jetzt folgendermassen konstruiert:

Zum Zeitpunkt t sei der Prozess in Regime 1 und genügt damit Gleichung (3.1). Dann

wird mit (3.1) X,+1 berechnet.
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Jetzt wird mit folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten entschieden, ob das Regime ge-

wechselt wird oder nicht: mit Wahrscheinlichkeit poo bleiben wir in Regime 1, mit Wahr-

scheinlichkeit por wechseln wir zu Regime 2 und berechnen d.ann X1-,-2 mit Hilfe von (3.2)

(mit anderem p!). Die Übergangswahrscheinlichkeiten von Regime 2 zu Regime 1 sind

analog. Dem Beobachter (Notenbankchef) ist jeweils nicht bekannt, in welchem Regime er

gerade ist; er kennt nur den Prozess X. 
' 

'

F!agestellungen:

* Wann gab es Regimewechsel (ex post)?

* Wann gibt es wieder einen Regimewechsel? Kann man solche Regimewechsel voraus-

sagen (und damit Geld verdienen) 7

* Wie soll man die Parameter p schätzen?

* Sind diese Modelle besser als die grossen Modelle aus der Makroökonomiel was heisst

hier besser?

a)

J

I
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3.2 Definition von Markov-Ketten und blementare Eigenschaften

3.2.L Definition von Markov-Ketten

Deftnition 3.1 [Markov-Kette] Ei,ne Markoa-Kette i,st er,ne Folge Xo,Xt,... uon

Zufattsgrössen, d,i,e Werte i,n Z+ annehmen (allg. 'in e'inem abzählbaren Zustand,sraum),

mi,t d,er Ei,genschaft, d,ass Vn ) 0 und, (j,i,,in-r,'in-2,. . .,io) e (Z+)n+2 gilt:

PlXn+t: jlX":i,Xn-Llin-r,...,X0 - do] : PlXt: jlXo: if :ipti

In dieser Definition ist auch gleich die sogenanrft,e Ze'ithomogeni,trit miteingebaut.. Ohne

diese muss es heissen:

PlXn+t, : jlXn : i, Xn-t :'in-L,,. ., Xo:'io] :: pii,n,

um anzugeben, dass man im Zeitpunkt n ist (und lediglich den bisherigen Verlauf ver-

nachlässigt). Weitaus häufiger (in dieser Vorlesung immer!) ist jedoch der Fall, wo man

sowohl die Markov-Eigenschaft wie auch die Zeithomogenität fordert.

Die Matrix P: (pr,j),i,,iez* nennen wir Ubergangsmatri,r. Wir müssen noch angeben, wie

wir starten:

) 6:: PlXs: i7,'i, e Z+.

Häufig werden wir deterministisch starten, das heisst, dass für ein i gelten wird )a : 1.

Wir legen die ,\a's im Vektor .\ ab. Es muss natürlich immer g€lten: Dr>o Ä,; : 1. Jetzt

können wir erste Rechnungen durchführen (mit Begründung jedes Schrittes):

Plxo : i, xr : il -- v/'/*/ Xy;--,fn l*/U. /*) *nil

(*-frä-/'t) ={/*/ x*rJ //*/ Xr,: ,Jl ,//-/x 
" 
/o):,ll

= P;,i ' \,, - \, p,ir

54
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iU/"uhr,

plxo: i,xt: i,xz - kl: P[y.:l/Xr-;, Y :t/ / X":;l.-1
(3.3)

P6,.
\ ; Pti

=\ ; P,,rf,it
fAo-.-.2.a- ,4/*-),.t,

Durch Induktion zeigt man auch (freiwillige Ubung):

PlXo :'io,. . ., Xn - inl : Ä,i,optotrptrtz . . -P1n-.in.

nrv"/uu-75-.h***r/"7
Wenn Xs - io nicht explizit angegeben ist, bedienen wir uns der FT!V: Weil (-) :
Uzo ez+{Xo: zo} (disjunkte Vereinigung), können wir folgern:,)

plXr:ir): I "[t, 
:i,tlXo:io]plXo:,io] : )- puor,)io: I ]ooproo. @

io€Z+ io€Z+ io€Z+

(falls ein Äio :0 ist, definieren wir (B P[X1 :ilXo: iol :0). Bei mehreren Schritten

ergibt sich 
Fz1'1/

PlX,-trl!;-
,

=*- ftL " Z*\ *-tr"&E)
h",2

P[x" -,,-/ \:+J r[x,:,iJ

te
,.7 lg

.__)

(3.4)

: Di,o drez* \i^4ioirQirir'
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Wir bedienen uns manchmal der matriziellen Schreibweise: im ersten Fall erhalten wir eine

Rechtsmultiplikation der Art

()'P),;,;

im zweiten Fall

(\'P')u,

Dabei ist Ät das transponierte Ä. Mit mehreren Schritten geht man analog vor. Man

beachte, dass in (3.3) der Pfad von 0 bis 2 vorgegeben ist, während in (3.4) z.B. Xljeden

beliebigen Wert annehmen darf. Wir wollen uns kurz mathematisch in 3.2.2 absichern,

dass wir nicht unbemerkt unerlaubte Operationen durchführen.

P

,\n

P/x" --/-J

llr.,rrL l/-rlu'*-*^/4 l'/. n4 t' n'/la

*) AL'o,(u.-

-*) -2.*ä"
) {).- ao

/>/ 1')

\
l.
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3.2,2 Ubergangsmatrix P als Operator, Konsistenz der Wahrscheinlichkeit P

Bereits in 3.2.1 haben wir übrigens einen Notationsmissbrauch begangen, der sich bei

den Markov-Ketten vollständig eingebürgert hat und nie zu Problemen führt: P als

Übergangsmatrix und P als Wahrscheinlichkeit. Zr beiden müssen wir jetzt noch kurz

mathematische Abklärungen treffen.

UbergansQmatrix P.als Operator

1. Die pti a\s Einträge der Matrix P sind alle ) 0 und ( 1; zudem summieren die Zeilen

jeweils auf 1:

lnur: Ip[{x' : k}l{x' : tyl4rf;1k}l{x0 = i}] : ptol{xo : i}l-: Lvi,.

,/l$ lc ( ,l-r*,,./*rli
Hingegbn gilt im Allgemeinen nicht D.iptn : I. t-. *va4,^eä

2. Betrachten wir die Einträge der Matrix P2:

(P')ui :fnt*vtei 1cr.,
k

da laptuc - 1 und die Summe durch die ppi (< 1) nur kleiner wird. Die Zeilen-Einträge

von Pn,n) l, suminieren übrigens auch auf 1 (freiwillige Übung).

3. P als Operator (von rechts): Bis jetzt haben wir ja mit Ä von rechts multipliziert und

es gilt Dr Är : 1. Somit werden wir Ausdrücke der Art

rP

mi.t r € /1 :: {AlA : (Ao,Ar,...);1320lyil < oo} betrachten müssen. Offensichtlich liegt

zP wieder in 11l Definieren wir llzlll :: I,; lral, so gilt:

ll'Pll' : I lL*tptul< I I l"ilpj, :f l"il\niu: llclh.
x3 LJ J

P ist bei Rechtsmultiplikation also schwach kontraktiv: llrPlll 5 llrllr
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4. P als Operator (von links): Wir werden später auch von links multiplizieren. Wir

werden hier mit r € l* ,: {AlA : (Ao,At,. . .)t;supj>o lArl < oo} arbeiten und

untersuchen (die Absolutbeträge lassen wir weg, sowieso ) 0):

Pn

(P")i: t pinr* < sup nm : llrll.",
k fn

also liegt insbesondere (j war frei gewählt) Pr wieder in l;. Zudem ist auch die Links-

multiplikation schwach kontraktiv: llPrll." < ll"ll*

KonsiStenz der Wahrscheinlichkeit P - nicht Prüfunesstoff

Wir repetieren aus der Vlsg WT: Nehmen wir einmal,an, wir haben mathematisch

sauber ein (f,), A, P) und eine Folge von Zufallsgrössen (Xn)n>o konstruiert. Dann muss

wegen der Stetigkeit von P (vgl VIsg WT) sicher gelten:

PlXt <tt,...,Xn < tn]: 11*p[X, 
/-tt,...,Xn l tn,Xn+r ! t]

Falls wir zu einer gegebenen Folge von Verteilungsfrrnktionen (Fn)*2a eine Folge von Zt-

fallsgrössen (Xr),">o konstruieren wollen, müssen wir also sicher fordern, dass

,tllg f,*t (tt, . . .,tn,t) : Fn(tr, . . .,tn).

In der Tat ist diese Konsi.stenzbed,i,ngung auch genügend. Dies ist ein fundamentales Re-

Sultat aus der Masstheorie und lautet (Beweis in A.N. Sirjaev: Wahrscheinlichkeit)

WT-Satz 2.27 lSatzvoln I(olmogorov über die Existenz stochastischer Pro-

zesse] Für aIIe n gelte, dass Fn ei,ne Vertei,lungsfunkti,on auf lR' ist. Es gelte zudem di,e

K o n s i,s t en zb edi,n g un g

,l1a 
F"+r (tr,. . .,tn,t) : Fn(tr,. . .,tn)

für aile n und, (tr,...,tn). Dann g'ibt es e'inen Wahrschei,nl'ichkei,tsraum (Q,A,P) und,

e'ine Folge uon Zufallsgrössen (Xn)">o so, dass Fn für alle n di,e Vertei,lungsfunkt'ion uon

(Xt,. . ., Xn) 'ist.

----h*nt-'E"zz (o(*
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3.2.3 Ein paar Beispiele

In "3.1 Motivation" haben wir viele Beispiele kennengelernt, ohne die genaue Ausfor-

mulierung der Markoveigenschaft zu kennen. In Kenntnis der exakten Definition der

Markoveigenschaft wollen wir jetzt weitere Beispiele anfügen.

Beispiel 1: Das einfachste, nichttriviale Beispiel

2 Zustände: 0 und 1. Ubergangswahrscheinlichkeiten: p61 : p,pto: 8, wo p,e e (0,1).

Schematisch folgendermassen dargestellt :

,a- p

o a-1

Die Übergangsmatrix sieht folgendermassen aus: ä*4rZ*, /o,**)

-1
n f :6 ,'/ € ("".f)

-4/'a*li", r'- Or. "nn-o?
JQI Y"*-/rT*,,//r, *", ={ Pß^:o /x " :zJ= f *ft-/) *,, *//zz)

Fs09

ar r'. /r* Ä*r*Ao- ,

/,*'L /gt*f ,1;-

E--/

lra c/ t, J*./-'r&?,

4o
I

o 4

o /-p P
D_

.t

1
a-7

Kt;lrze Besprechung des Falls p oder q € {0, 1}. Verteilung Zeit bis Absorption?

" V'*'/ ,' f € ft, ,) 'ä)n-ro

o
o

1
4

{24-lo
o 14
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Beispiel 2: Single Server Warteschlange (mehrere Varianten)

Zustandsraum ist {0,1,...,N}; pot : I, pt,1+t: p, wo p € (0,1) und'i < LI - 1,

pru,N-r :7 (zulange Warteschlange, Leute kom.men gar nicht ersf wenn ntlange). Xn

ist dann die Anzahl Wartender zvr Zeit n; wir definieren die Zeiteinheit als Zeit bis zur

nächsten Anderung (entwed,erKunde ist bedient und geht weg od,erneuer Kunde kommt).

Schematisch stellt man dies folgendermassen dar, Matrix:

Ä'Är*^ ,4.
N-4 N

\-.--t
tr

P'-
."./z-11 op.".

o.,{o
"*'d?2"--/*

öhir

4C)
Op

o

f

t---* Q

Alternativ kann man den Zustandsraum auch als {0, 1, . . ., } wählen und die Ubergangs-

wahrscheiniichkeiten mit p61 : 7,ptz: 0.5 und für i > 2

1
Pi,i+t: -

oder ähnlich modellieren. Damit fängt man auf, dass es kaum eine klare Schranke (N) gibt,

ab der die potentiellen Kunden durch die zu lange Warteschlange abgeschreckt werden. Der

Abschreckungseffekt kommt so graduell.

Ä ,4- 4 4

o'
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Beispiel 3: 2-Aliel Modell aus'der Genetik

Wir unterstellen in diesem einfachen Modell, dass es genäu 2 Typen von Genen oder Indi-

viduen gibt: A und B. Angenommen Xs : 'i,,'i € {0, 1, . . .,,N} ist die Anzahl Individuen

vom Typ A zur Zeit 0. Es gibt konstant total lü Individuen. Jedes Individuum stirbt

gleichwahrscheinlich (LlN). Wenn & : i, dann wird nach Annahme ein zur Zeit 1 ster'

bendes Individuum mit Wahrscheinlichkeit z/N durch ein Individuum vom Typ A ersetzt

Folgende 4 Fälle (mit Wahrscheinlichkeiten) sind zu unterscheiden;

'i ---+ i, + 1 (B stirbt, mit A ersetzt) mit Wahrscheinlichkeit
i,(N - i,)

N2

i, ---+ i (A stirbt, mit A ersetzt) mit Wahrscheinlichkeit + +N^r
'i, -+ i(B stirbt, mit B ersetzt) mit \Mahrscheinlichkeit 

lf i ry=rrN
i. ---+ i, - 1 (A stirbt, mit B ersetzt) mit Wahrscheinlichkeit

i(N * i,)

lvr2

Es ergeben sich damit folgende Üburgungrwahrscheinlichkeiten:

:{Ptj

i(N-d)
N2

1 ,ri(N -i)t-a- yP-
0

-falls j -i,*1
falls j : 4

sonst.

,J

Man beachte: Wenn wir mrr wissen wollen, ob der Prozess in 0 oder N endet, könnten

wir gerade so gut eine symmetrische Irrfahrt auf {0, 1, . . ., N} untersuchen. Offenbar ist

mit dieser Anderung dann auch hier die Situation derart, dass wenn Xn : 1 gilt, die

Wahrscheinlichkeit "für einen Schritt nach links oder nach rechts" jeweils je Il2 ist (vgl.

die Situation in 3.1.6 (sich gegenseitig bekä,rnpfende Populationen)).

61



E4"

3.2.4 Chapman-I(olmogoroff Gleichung und Ungleichung

Notation: nff) ,: PIX*: jlXo: ?]. Mit der Klammer im Exponent von flf) Seben wir

also an, dass wir nicht einfach das Element pi.j d"er Übergangsmatrix P hoch n nehmen,

sondern in n Schritten von'i nach j kommen wollen. Es gilt folgende Formel:

Lemma 3.2 [Chapman-Kolmogoroff Gleichung und Ungleichungl Es gi,lt

o**'' :Y,elPe*)
le

Eine ei,nfache Folgerung i,st di,;e entsprechende Unglei,chung

off*") > nlPnfr) vn

(*/&" /%-")

0*". ,orf ',

trtu *T)
t{

Beweis

8**' :- Plxn +n: ilxo: i7

: I plx*+n: jlx-
14

: lnfi)n[T)
k

LotPofi)
k

Das zweite Gleichheitszeichen " =-" folgt aus einer Verallgemeinerung von FTW, siehe WTS-

Aufgabenblatt 3. Ktrz: wir können in Anlehnung an die FTW auch mit PlCl > 0 be-

nutzen:
oo

u*

J

PtAlcl: I PlAlc . BÄPlBlcl.

'*1 z tt

= k, Xo : i1PlX," : klXo : il

&

(bFrw)

{1/ ns')
CJ ( a,)

- P[2 /7
(

i,:L

Dabei steht das "b" in bFTW für bedingt.

f[prtJ
* Pf4-8,,y'.1&
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3.2.5 Stoppzeit

In der Markoveigenschaft (wie wir sie definieren) spielt der konkrete Zeitpunkt nie eine

Roile (Zeithomogenität). Hingegen war die Zei! doch immerhin deterministisch. Wir

wollen uns fragen, ob wir auch mit zufälligen Zeiten l/(r) beispielsweise

P[Xn+t : jlXN :'i]: pu (3.5)

erhalten. Dant definieren wir zuerst:

Deftnition 3.3 [Stoppzeit (Markov-Zeit)] Ei,ne Zufallsgrösse N mi,t Werten i,n

{0,I,2,t ..it#nrrt St"ee)*t (od,e'r Markou-k"*l fr, den Prozer, ("0, Xt,Xz,...), wenn /
für allen) 0 das Erei,gnas {l/ - n} si,ch als i(Xo, Xt,...,Xn) E A*} darstellenlässt,

wobei, An C (Z+)"+t

Die Markov-Eigenschaft bedeutet, dass man keinen Vorgriff auf die Zukunft hat. Ob die

Zufallsgrösse .Äy' den Wert n annimmt, muss mit ausschliesslicher Hilfe der Markov-Kette

bis zur Zeit n entschieden werden können.

Ein Beispiel hierfür ist:

Hier gilt nämlich (von Leserln auszufüllen)

x^ #at X,-" + g Y 4/x{l/:n}:
.+

.ly' :: inf{rn > IlX,,- 0}. ("* &* -, /*l*,/u) ,L ö,

#o)
-,* x

€Z/ Xö ')
h-4

a-7tb- .1 -z c
x

Die Stoppzeit erfüllt in Spielen insbesondere eine gewisse Fairnessforderung. Man kann

nicht sagen, ich höre jetzt zur Zeil n auf, falls ich in Zeit n I 7 verlieren werde. Beispiele

zur Stoppzeit sind auf Übungsblatt 3 zu untersuchen.

o /,j

63



/u:"J*t",.,u-) -&J
,n"Q Lee". 1 B, o,.t-*<

-?Vr*-7fu-/e'/
3.2.6 Starke Markov-Eigenschaft

Wir sind hiermit gerüstet, um den Sinn von (3.5) zu untersuchen. Wir überlassen es

aufmerksamen Leserlnnen, folgende Gleichung zu beweisen (welche noch nicht Stoppzeiten

benutzt, a'ber für den Beweis des Theorems benutzt wird): Es gilt frü'r A g (Z+)"t

PlX"+t -- jlx* : i, (Xn-t, Xn-2,. . ., Xo) e A7 : 'pij.

Theorem 3.4 [Starke Markov-Eigensch aft] Sei, N eine Stoppzei,t, B :
wobei, Bn 9 (Z+}n+t und PIN ( oo, XN : i,,(XN;,,Xu-2,. . ., Xo) € B] > 0. Dann gi,lt:

P[Xlr+r:llN ( oo,Xry:i,(Xlr-r ,XN-2,...,X0) € B]:'p".

Die umständliche Konstruktion von B ist notwendig, weil wir ja a priori gar nicht wissen,

wie gross l/ sein wird und damit wissen wir auch nicht, wieviele Schritte wir retour bis 0

gehen müssen.

Beweis Wir definieren D,: {N ( oo,Xr,r: i,(Xx-t,XN-2,...,X0) e .B1,'-1} und

verwenden an der Stelle "+" wieder bFTW.
P[Xn+, :llN ( oo,Xry : i,(XN-r,XN-2,...,X0) € B]

: P[Xrrr+r : jlN ( oo,XN : i,(Xx-t,XN-2,...,X0) e Bl,r-r] : P[Xn+r : jlD]

: LP[Xry+t : llN : n, D]PIN : nlDl
nlO

: t PIXN+r: jlN :n)N ( oo, XN:i,(Xx-t,...,X0) € Bry-1]PIN:nlD]
n2o

tV ll/o*/', - &'*1 -/1"/-1/,/, f,; t r,*/, - */* P' {'?aq -.'d 'ra*7el24" /,u*f,
P[Xn+r: jlX": i,(Xn-t,Xn-2,...,X0) e Bn-r]P[lf : rzlD] äey'af

n)0("; 
PlXn+t : jlXn- ilP[,^/ : nlD]

n>.O

: I p4PlN:nlDl
n>-o

: pij'

Dabei haben wir im dritt-letzten Gleichheitszeichen (3.6) und im letzten Gleichheitszeishen

verwendet, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten auch Wahrscheinlichkeiten sind (und auf 1

summieren).

@.*.f :,G.e)-o../ n
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