Angewandte Stochastik
Dr. C.J. Luchsinger
4 Qualitatives Verhalten von Markov-Ketten, symmetrische Irrfahrt auf Z»
Literatur Kapitel 4

* Grimmett & Stirzaker: Kapitel 6.2, 6.3, 6.6
* Krengel: § 16

In Kapitel 4 werden wir uns "nur” fragen, wo gelegentlich eine Markov-Kette hingelangt
oder hingelangen kann. Wir fragen uns vorerst nicht, wie lange es dauert, bis die Kette dort
angelangt ist oder wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass sie iiberhaupt dort ankommt.
Dies wird in Kapitel 5 geschehen, wo wir Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Zeiten

bis zur Absorption berechnen werden.
4.1 Qualitatives Verhalten von Markov-Ketten

Definition 4.1 [kommunizieren (miteinander)] Zustand i kommuniziert mit j
(in Zeichen i ~ j), wenn es ein m > 0 gibt, so dass pg-n) > 0 (m = 0 beinhaltet den Fall

it und j kommunizieren miteinander (i «~ j), wenn sowohl i ~ j wie auch § ~ 4.

pg-n) > 0 ist zum Beispiel wegen der Chapman-Kolmogoroff Ungleichung sicher dann erfiillt,

wenn wir eine Folge von positiven (d.h. > 0) Zahlen p; ;,,Ps; iz -+ - s Pipn_y 3: finden konnen.
Die Frage, ob Zusténde (miteinander) kommunizieren, ldsst sich am besten graphisch able-

send beantworten. Dazu einige Beispiele.

Symmetrische Irrfahrt:




nur Drift nach links (oder rechts):
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Nach diesen Beispielen haben wir sicher schon gemerkt, dass wir mit e eine Aquivalenzre-

lation auf dem Zustandsraum definieren konnen:

Lemma 4.2 [Kommunikationsklassen (Aquivalenzrelation)] « definiert auf
dem Zustandsraum eine Aquivalenzrelation. Der Zustandsraum wird in sogenannte Kom-

munikationsklassen partitioniert.
Beweis: Aufgabe auf Blatt 4.

Definition 4.3 [Absorbierend)] i heisst absorbierend, falls p;; = 1. In diesem Fall

ist {i} eine Kommmunikationsklasse.

Sei der Zustandsraum die Menge {0, 1,...,10}. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten seien
Poo = P10,10 = 1 und p; ;1 = Psap1 = 0.5 fir i € {1,2,...,9}. Geben Sie die absorbieren-

den Zustinde und die Kommunikationsklassen an:
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Definition 4.4 [abgeschlossene Klasse] Eine Klasse K heisst abgeschlossen, wenn
pij = 0Vie€ K,j & K (also einmal in K gefangen, immer in K gefangen; man kommt
nicht mehr raus!). e s = Va E/@/)

C L
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eispiel: ﬁ(j )” N
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Fragen:
1. Wenn Xy = i € K3, wie ist P;[X,, € Ky, fiir n gross genug| (P; bedeutet, dass wir in i
gestartet sind, also ist dies P[X,, € K3, fiir n gross genug|Xo = 1]).

2. Wie verhalt sich der Prozess, einmal in Ky angekommen?

Diese beiden Fragen erlauben je eine Vereinfachung der Markov-Kette:

1. Zur Beantwortung von Frage 1 kénnen wir gerade so gut nur die Kette

A=l

o et o T
o

betrachten.
2. Fiir Frage 2 reicht es, die folgende“Teilmatrix von P zu betrachten:
!___d“__' ‘
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Man beachte, dass diese Teil-Matrix auch eine stochastische Matrix ist (Zeilensummen

gleich 1). K; ist als gesamte Klasse absorbierend. Offenbar kann man in diesem Fall die

Matrix P reduzieren, sobald man nach K; gelangt ist.

67

) A gy
Frspe ke Xy b w0 f el O toheat £



Definition 4.5 [irreduzibel] Eine stochastische Matriz A (dh. am € [0,1],VI,m
und Zeilensumme =1) heisst irreduzibel, wenn wir fir alle Paare (i,5) ein k = k(3,7)

finden kdénnen, sodass
(Ak)ij > 0.

Definition 4.6 [rekurrent / verginglich| Sei i € Z¥, Fy; := Pi[Un>1{Xn = i}] =
P[X kommt nach i zurick | Xo = 1].

i heisst rekurrent, wenn EFy; = 1.
i heisst vergdnglich (oder transient), wenn Fi; <1

Bemerkung: Wenn der Zustandsraum stetig ist (z.B. bei der Brownschen Bewegung im
zweidimensionalen Raum und hoheren Dimensionen), wird rekurrent und vergénglich leicht

anders definiert. Wir kommen in Kapitel 17 kurz darauf zuriick.
Satz 4.7 [Wie oft kommt man zuriick? Unendlich oft?]

a) Sei i verginglich. Dann gelten:
P;[X kommt oo oft nach i} = 0V,

= P;|N Unm Xm=1 ,
( J[ n21 Zn{ [ j}]__)_ —_— &4/;749& P e ////4_)'&{/0 @

und o Lilete—

S oo = B> IXn =il = Eil#{n 2 1: X, =i}] = Fa 2o (a1)

n>1 n>1 1—Fy

b) Sei i rekurrent. Dann gilt
P;[X kommt oo oft nach 7] = 1,

und sogar

P;[X kommt oo oft nach ¢ =1,

falls i ~~ j (es gilt dann ibrigens auch j ~ i (freiwillige Ubung)).
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Beweis von Satz 4.7: ,=/én, b.He ot ool suces fonid /4

a) Der Beweis wird der intuitiven Vorstellung folgen: Wenn 4 verganglich ist und wir
einmal in ¢ landen, so werden wir nur mit Wahrscheinlichkeit echt kleiner 1 wieder nach
¢ zuriickkommen. Da wir eine Markov-Kette haben, fingt bei jeder allfalligen Riickkehr
die Zeit von neuem an. Jedes Mal wird man nur mit Wahrscheinlichkeit echt kleiner 1
zuriickkommen. Wie oft man zuriickkommt ist geometusch verteilt, worauf das zweite

N I i f A Proir)

Resultat in -a) auch hinweist. Der exakte Beweis geht folgendermassen:

\i’g‘ﬁ’;{/:' :A'../:’é“@( /4’~/¢?;)‘—j¢a
Wir definieren A := Np>1 Up>n { Xy = i} das Ereignis, dass wir unendlich oft nach i

zuriickkommen. N := min{n > 1 : X,, = i} sel die Stoppzeit des ersten Eintreffens
in ¢ nach Zeit 0. Wir starten vorerst mal in ¢ zur Zeit 0. Sei m > 1. Man beachte:

{3°n>1 I[Xn = i] > m} ist das Ereignis, dass man mindestens m mal nach 4 zuriickkommt.

gm =R _I[Xn =i >m]

n>1
=7,
i P[ZI n—z]>m|N<oo]P[N<oo]+P[ZI X, =14 >m|N = oo]P[N o]
nzl et e — n>1
= E g
qm‘-‘-i—-z—z — Z A%M@*é F/yzay

Wir haben im letzten Gleichheitszeichen die starke Markov-Eigenschaft gebraucht. ¢; =
F;;, also gilt

gm = (Fig)™
Bis jetzt haben wir iibrigens nicht gebraucht, dass ¢ vergénglich ist (wir werden deshalb die
Resultate bis hier auch fiir den Beweis von b) heranziehen konnen). Sei jetzt aber Fj; < 1,

also gilt limy, 00 gm = 0. Wir kénnen somit WTS-Lemma 1.8 anwenden, denn die Folge

der Ap, = {w| >, > I[Xn =14] > m} féllt monoton gegen A. Damit gilt:
F;[A] = lim ¢, =0.
m—oo
Dies ist erst der Beweis, wenn wir in ¢ starten. Aber

P;[A] = P; [A|N < 00| B[N < o0] + P; [A|N 00| P;[N = 0] = 0.

Wir haben auch hier die starke Markov-Eigenschaft angewandt.
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Es fehlt noch der Beweis von (4.1): Weil P[C] = E[I[C]], ist nur das 2. letzte Gleichheits-
zeichen in (4.1) zu beweisen. Sei M = #{n > 1| X, =i} =3 >, I[X, =1

BM >m] = gm = (Fi)™,

also wegen WTS-Lemma 3.6 [Alternative Berechnung des Erwartungswerts]

=E Pi[M >m] = Fas < 00
1—-Fy
m>1

fiir F;; < 1. M ist in der Tat unter P; geometrisch verteilt auf den natiirlichen Zahlen

inklusive die Null. /’j e e ()
e Nl /Rt [ 2 [t Litoieit 1 T ).
4 #M,{/

b) Von Teil a) des Beweises unc({wel dortigen Notation erhalten wir C et
Pq,[A] = P,;[ﬂleAm] = lim P,L[Am] = lim (Fq:i)m = 1,
m—o m—0Q
da jetzt Fy; = 1. Damit haben wir den ersten Teil von b) schon bewiesen.

Sei jetzt i ~» j. Dann existiert ein [ > 0, sodass p( ) > 0. Also haben wir (mit dem ersten

Teil von b) und bFTW): o

1= B[A] = P[A|Xo = i] = 3" PlAIXo £ i, Xi = K|P[X, = k|Xo =] = _ PulAlp}y.
k k

Damit gilt:
0=1-Y PAlp} = Zp(l) 1 — Py[A).
k

Alle Summanden in obiger Darstellung sind > 0; genauer: sowohl die pi? wie auch die
(1 — Pi[A]) sind alle > 0. Damit miissen aber alle einzelnen Summanden auch = 0 sein. !

ist so gewahlt, dass p(l) > 0. Dann muss aber
1 i Pj [A] &S 0

und damit P;[A] =1 sein.
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Definition 4.6 und Satz 4.7 erlauben uns noch nicht rechnerisch zu iiberpriifen, ob ein
Zustand rekurrent oder vergénglich (andere Bezeichnung transient) ist. Wir werden jetzt
einige einfache, operationelle Kriterien erarbeiten. Ein erstes Kriterium folgt direkt aus

Satz 4.7.

Korollar 4.8 [Operationelle Beschreibung von Rekurrenz und Transienz]

Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.7 a): P P Lo o lpvrn” 2= p ch}

(n) e Loce

i vergdnglich < . < 00, ) o
e Zn21pu j c'//ﬁ:%&'n/ 4 ﬂ» albe fotw TET

i rekurrent < 3, -, M = o0,
= S

Beweis von Korollar 4.8: Folgt direkt aus Satz 4.7.
O
Satz 4.9 [Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften] Es gelte i «

j. Dann gilt: ist ¢ vergdnglich, dann ist auch j vergdnglich. Ist i rekurrent, dann ist auch

j rekurrent.

Beweis von Satz 4.9: Seien ¢ und j so, dass ¢ «~ j. Dann existieren k,[, sodass
pgc ) > 0, p§li) > 0. Wenn man die Chapman-Kolmogoroff Ungleichung zwei mal anwendet,

erhalt man Vn > 0:
p T > pPp(Ppl). (4.2)

(k+l+n)
1

Sei i vergénglich. Dann gilt wegen Korollar 4.8: >~ p < 0o, Wegen (4.2) muss

aber auch gelten
S <o
n

Wegen Korollar 4.8 ist damit auch j vergénglich. Der Fall ¢ rekurrent ist als ﬁbungsaufgabe
zu lésen.
O
A2
Wir koénnen mit Hilfe von Satz 4.9 bereits intuitiv einfache Félle mathematisch exakt

untersuchen: Sei X, eine Markovkette auf den Zahlen {0,1,...,9,10}. Es gelte pgy =
pro,10 = 1. Fiiri € {1,...,9} gelte: p; ;-1 =p = (1 —pii+1) € (0,1). Aufgabe:
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a) Bestimme alle Kommunikationsklassen

lof, ////2, » jj///oj

g e
/_'i':o _"'/’_;c'

b) Welche sind rekurrent, welche transient und warum?
Py &, & o —p Elo,r)
‘2’%"’ e #-jf eae Ll Fh c(‘._qé,..a/'l

Obiges Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 4.10 [Rekurrenz/Transienz bei abgeschlossenen/offenen Klassen] Sei
K eine Kommunikationsklasse. Dann gelten:

a) Wenn K nicht abgeschlossen ist, muss K vergdnglich sein.

b) Wenn K abgeschlossen ist und nur endlich viele Zustinde enthdlt, dann ist K rekurrent.

Beweis von Satz 4.10: a) ist als Ubungsaufgabe zu 16sen.

b) B bezeichnen wir die Elemente von K mit {1,2,3,...,m}. Sei M; = 3, I[Xn =
i],1 < i < m. Wir nehmen (Widerspruchsansatz) an, K sei vergénglich. Dann gilt wegen

Satz 4.7 a): Pi[M; < 00] =1V1 <4 < m. Also gilt auch

P [i M; < 0] = 1. (4.3)

Aber . . .
My=Y "N IXp=i]=) > IXa=1i] (4.4)

i=1 i=1n>1 n>1i=1

1 € K und K ist abgeschlossen. Damit muss gelten P;[X, € K] = 1Vn. Wir haben damit
m
Py [ZI[X,L =1 = 1] =P[I[X, e K]=1]=1Vn>0.
=1
C 72
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Damit gilt aber wegen (4.4) auch
m m
P} Mi=o0l=P[Y Y IXp=il=0c0] = P[> 1=00] =1,
i=1 n>1i=1 n>1

im Widerspruch zu (4.3).

Vier Beispiele

1. Letztes Beispiel vor Satz 4.10 wieder besucht: Wir kénnen jetzt sofort entscheiden, dass

die "mittlere” Klasse {1,2,...,9} wegen Satz 4.10 a) vergénglich sein muss.

2. Betrachten eine Markovkette auf {0,1,2,3,...,10}. Sei po; > 0 und genauso pigg > 0
sowie ppg = 1 — pp1 und D10,10 = 1 — p1o,9. Weiter gelte Piit1 = (1 —pi,i—l) € (0, 1) fir
i € {1,2,3,...,9}. Dann bildet die Menge {0,1,2,3,...,10} eine einzige, abgeschlossene

Kommunikationsklasse und wegen Satz 4.10 b) ist diese Markovkette rekurrent.

e
— ol Pt B P ——
C/?\_/? 7 = - °/<:7

3. Betrachten eine Markovkette auf {0,1,2,3,...}. Sei poo = 1. Weiter gelte p; ;11 =
(1 —p;i-1) € (0,1) fiir s € {1,2,3,...}. Dann bildet die Menge {1,2,3,...} eine nicht-
abgeschlossene Kommunikationsklasse und wegen Satz 4.10 a) ist diese Markovkette ver-

ganglich.

i e W e ; : & .
G —_—— 2

Im f]brigen wird die Markov-Kette je nach konkreten Werten der p;; entweder eher in 0
absorbiert (dann ist die ”Drift nach links” relativ stark (in den p;;)), oder eher nach oo
verreisen (dann ist die ”Drift nach rechts” vorherrschend (in den p;;)). Der hypothetische
Fall, dass der Prozess unendlich lange so zwischen z.B. 100 und 550 herumpendelt, ist intu-

itiv deshalb unméglich, weil wir immer p; ;1 > 0 haben. Das heisst, dass man irgendwann
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mal zufilligerweise nach 0 kommt (und dort steckenbleibt). Die einzige Moglichkeit der 0
zu entfliehen, ist diejenige nach co. Dazu miissen aber die p;; ”stimmen”. Im nachsten

Beispiel werden wir einen Fall betrachten, wo wir dies noch genauer angeben konnen.

/,_L\

i >
£l 270 © = = 2
L_:jr ¥ o i 'y ~1 /// 2_ / 2
. = = e i =
/ ' = W% — 13

Im letzten Be1sp1e1 betrachten wir wieder eine Markovkette auf {0,1,2,3,...}. Seien jetzt
aber fiir alle 5 > 0 p; := p; ;41 > 0 und ¢; := pyo >0 und p; + g; = 1. Wir haben also eine
einzige, unendliche, abgeschlossene Klasse. Das heisst aber nicht, dass die Markovkette
rekurrent sein muss: Sie kann ja immer noch nach oo abdriften (vgl. Definition von
rekurrent)! Wir wollen diese Markov-Kette auf Rekurrenz/Transienz untersuchen: Dazu

miissen wir laut Definition 4.6 (und mit Hilfe von Satz 4.9) den Ausdruck
Foo = Po[Un»1{Xn = 0}]

untersuchen. Wir haben (Einsatz von WTS-Lemma 1.8 im 3. Gleichheitszeichen)
1 — Foo = Po[Nn>1{Xn # 0}]
=P0[X1 = 1,X2 = 2,...,Xn=n,...]
= lim P[X;=1,X2=2,...,X, =1/
n—o0

= lim pop1popsps .. .Pn-1
n—o0

n—1
= Jim 110 -

Es gilt aber (kleine, freiwillige Analysis-Ubung):

0, wenn » .5, q; = 00
>0 i
RS H { >0, wenn ) 50 q; < 00.

Also haben wir Rekurrenz falls 3~ ¢; = 0o und Transienz falls } 7,5, ¢; < 0.
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Definition 4.11 [Periode, aperiodisch] Sei i € Z*, L; := {n > 1jp” > 0}, d; ==

k12

99T (L;) > 1. d; heisst Periode von i. Bei d; = 1 sprechen wir von aperiodisch.

£
E 5 W e
QA el Ll = . /é/gf_r_,e’-

e sy U’..;?‘é- 4(4'/2 u't-.—té’r,j

2
o A = -—/(_/O

)

u/".; :O

AP

2.
(z) \§ - {/6 e

Satz 4.12 [Periodizitiit ist eine Klasseneigenschaft] Gilt i « j, so gilt d; = d;.

(k)

Beweis von Satz 4.12: Wir finden ein m > 1 und ein k& > 1, sodass p%") > 0und p;;” > 0.

(m)_ (k)

Damit haben wir wegen der Chapman-Kolmogoroff Ungleichung auch pg.n-"k) 2D Pjs -

Somit ist (m + k) € L; und damit gilt d;|(m + k). Es gilt auch

PR > pIpln ) v,

Der Term p(-m+k+n) ist jedoch gleich 0, wenn d; f(m + k+n), das heisst d; fn. Wenn also

(1

d; fn, dann muss gelten p(‘r.”) = 0. Also ist L; C d;N, also d; > d;. Aus Symmetriegriinden
73 g 3

muss aber auch gelten d; > dj;, und damit d; = d;.
O

Lemma 4.13 [aperiodisch, dann werden alle pgf ) > 0] Sei i ein aperiodischer

Zustand. Dann, gilt pi > 0 fiir alle n geniigend gross. /,,7/ ki, )

Beweis von Lemma 4.13: als freiwillige I"Jbung; mehr Algebra als WT!
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Endlicher Zustandsraum: Perron-Frobenius und seine K/og- sequenzen

In diesem Abschnitt (bis und ohne Teil 4.2) sei P stets aperiodisch und irreduzibel und

der Zustandsraum endlich.

Wir haben in Teil 3.2 gelernt, wie wir Py\[X; = i] berechnen konnen, wo A die Startvertei-
lung ist. Es gilt:
P\[X1 =i = (\'P);.

Wir erhielten weiter

Py[Xn =] = (AP™);.

Wir werden uns oft die Frage stellen, wie sich diese Markov-Kette verhalt, wenn n sehr
gross ist (gegen oo strebt). Im Spezialfall eines endlichen Zustandsraums ist diese Frage
wesentlich einfacher als im allgemeinen Fall. Man kann sich des Satzes von Perron-

Frobenius bedienen:

Satz 4.14 [Satz von Perron-Frobenius] Sei P eine Ubergangsmatriz einer aperi-
odischen, irreduziblen Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum. Dann ist 1 der
grésste Eigenwert (mit Multiplizitit 1). Die dazugehérenden Links- und Rechts-Eigen-
vektoren haben strikt positive Koordinaten. Alle anderen Eigenwerte haben Absolutbetrag

<1

Beweis: Biicher aus der Linearen Algebra.

O

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass man Matrizen der Form P™ am besten mit dem

Ansatz
=

P=S"1A8 — /7 f \_
,JuL (&-"-/M/V,) .(.:/4(/4/.:4/ é@w‘./ éa,_
darstellt, wo A eine geeignete Form hat (Diagonalgestalt oder sonst Jordan-Normalform).

Wir zeigen hier die Konsequenzen auf fiir den Fall, dass A Diagonalgestalt hat u@d’i‘é’]
y qyﬁkmﬁrmﬁbmt (der allgemeine Fall ist in Cox & Miller, The Theory of Stochastic Processes
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A = 47
ii«(
2 D, =



(1965, p. 118 ff.) beschrieben). Da die Zeilen von P auf 1 summieren, ist iibrigens der

Vektor 1 sicher rechter Eigenvektor (zum Eigenwert 1):
Pl1=1.

Jeder Eigenwert ist immer Links- & Rechts-Eigenwert. Sei u der Links-Eigenvektor zum
Eigenwert 1. Wir haben also
put = utP.

Wenn wir also mit diesem p als Start-Verteilung starten, dann ist die Verteilung nach
einem Schritt immer noch p. Auch nach n Schritten wird die Verteilung auf den endlich
vielen Zustdnden gleich p sein. p ist eine sogenannte Gleichgewichts-Verteilung (mehr
dazu in Kapitel 6). Was geschieht aber, wenn wir nicht mit dieser Verteilung starten? A"
wird geometrisch fiir wachsendes n gegen eine Matrix konvergieren, deren einziger Eintrag
an der Stelle (1,1) eine 1 (der grosste Eigenwert) sein wird. Alle anderen Eintrége sind
entweder von Anfang an 0 oder konvergieren wegen Satz 4.14 geometrisch gegen 0. Wenn
wir also einen Ausdruck der Art C 7/ A2
(AP

berechnen wollen, erhalten wir (weil u* die erste Zeile von S und 1 die erste Spalte von

S~1 ist und die Komponenten von A auf 1 summieren):
(NP™) = i+ 0(e"1),

wo |¢| < 1 (dies als kleine Ubung in Matrizenmultiplikation bitte nachrechnen). Also kon-
vergiert die Verteilung (wo ist die Markov-Kette zur Zeit n?) gegen diese Gleichgewichts-

Verteilung, egal wie wir starten. In obiger Gleichung ist auch inbegriffen:
PP = pj +0(c™) Vi.

Damit ist der Fall endlicher, aperiodischer und irreduzibler Markov-Ketten diesbeziiglich

abgeschlossen. Wir kommen in Kapitel 6 zum Fall des unendlichen Zustandsraumes.
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4.2 Symmetrische Irrfahrt auf 2"

In 3.1.1 haben wir Fragen aufgeworfen, welche wir jetzt beantworten kénnen. Es geht in
4.2 um die Frage, ob die Irrfahrt auf Z™ rekurrent oder transient ist. Wir behandeln hier,
wie im Titel angedeutet, bis auf einen kurzen Abstecher in 4.2.1 nur die symmetrische
Irrfahrt. Falls die Irrfahrt nicht symmetrisch ist, haben wir eine Drift nach co bzw. —oo

mit Wahrscheinlichkeit 1.
4.2.1 Die symmetrische Irrfahrt auf Z ist rekurrent

(X;) sei eine i.i.d.-Folge von Zufallsgrossen mit p := P[X; = 1] = P[X; = —1] = 0.5. Wir
definieren Sy := 0 und S := E§=1 X;. Es gilt im Ubrigen (dies brauchen wir jetzt nicht)
| E[Sk] = 0 fiir alle k > 0 und V[Sk] = k; sd[Sk] := /V[Sk] = Vk.

g
Wir wollen Korollar 4.8 anwenden. Wegen Satz 4}6 ist Rekurrenz eine Klasseneigenschaft.

Wir koénnen also den Startwert beliebig auf Z wihlen und nehmen 0. Es gilt hier p(()%mH) =

0 fiir alle m, da diese Markov-Kette Periode 2 hat. Wir haben

W/w o - Vo g £ Dlvr & O g v
(2m) /F"T o vips i o

Py =p(L-p)™ e
e Al witlonfmAd oy i yeaig”

Wegen der Stirling-Formel (n! ~ +/2mn(2)") haben wir wuile oo rococtic”

l'}fc’ﬁ om\ _ (2m)!  2%m
() = e~ v

m

Damit erhalten wir asymptotisch:
1\2m -
pho™ ~ (5) 22m \fmm !
und d&]nit %ﬁ "Vééfﬁ‘f-ﬂ-‘ ﬂl/‘f i eis d/y—7-/5/‘1’:1{r[ ?

/ Z pé?).:;' 1 = 00.

m>1 m>1 Vv %’”

4.7 b))). Wie lange es dauert, bis man zurlickkommt, wer

(es dauert durchschnittlich unendlich lange!).
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Wir zeigen noch schnell, dass wir fiir p # 0.5 Transienz haben:

- 1
s ~ (1 =PI = g o ep(m(2n2 +Inp +In(l - p) = | e,

mm

wo ¢ :=2In2+1Inp+In(l - p). Eine Auswertung mit Analysis I zeigt sofort, dass dieses

¢ an der Stelle p = 0.5 das Maximum von 0 annimmt und bei p # 0.5 negativ ist. Damit

2

haben wir ‘/ Z_fo"{“7=4;¢—2_— 4 o

wrs

/ Z p{(]Bn) \/%ec%< 00. o 2

m>1 m>1 %

Also haben wir in dem Fall (p # 0.5) Transienz. Diese Irrfahrt kommt mit Wahrschein-
lichkeit 1 nur endlich oft bei 0 vorbei (Satz 4.7)!

Insgesamt haben wir also bewiesen:

Satz 4.15 [Die symmetrische Irrfahrt auf Z ist rekurrent] a) Die symmetrische

Irrfahrt auf Z ist rekurrent. Jeder Punkt in Z wird mit Wahrscheinlichkeit 1 oo oft besucht.

b) Die nicht-symmetrische Irrfaht auf Z ist transient. Jeder Punkt in Z wird mit Wahr-

scheinlichkeit 1 nur endlich oft besucht.

Wir fiigen noch weitere Resultate (z.T. ohne Beweise) hinzu. Man findet Sie in jedem
Buch iiber Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastische Prozesse. Resultat (4.5) nennt

man das Gesetz des iterierten Logarithmus.

Wir haben oben gesehen, dass die symmetrische Irrfahrt in einer Dimension rekurrent ist
(also immer wieder nach 0 zuriickkommt). Wie stark schwankt dieses Sy um seinen Er-
wartungswert 07 Theoretisch ist fiir Sy, jeder Wert im Intervall [—k, +k] méglich. Die
Rénder —k und % sind jedoch totale Extremfélle. Die Varianz von Sy ist k. Dies ist jedoch
ein quadratisches Mass. Die Standardabweichung sd[Sy] ist gleich vk. Man wird asymp-
totisch mit konstanter Wahrscheinlichkeit Werte in z.B. [~2v/k, +2v/&| erhalten (CLT).
Falls wir Sy durch vk teilen, erhalten wir offenbar einen Ausdruck,

S
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dessen Varianz (und Standardabweichung) konstant ist. Mit dieser Aussage wollen wir uns

“aber nicht zufrieden geben. Es gelten noch folgende Aussagen (ohne Beweise; es gelten

auch die analogen Resultate gespiegelt an die x-Achse):

::‘:?er/ /r,—_,,p S /’_/:‘/k{é)m 'g/‘ﬁé‘“”/ﬂ’/“/w
o St gt = Pllimsup ————e— =1] =1 45

i [ k—»oop Vky/2Toglogk ] (45)

und

Pllimsup - oo] = 1. (4.6)

k—o0 \/E

(4.5) besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 die Trajektorien von (Sk) mit € > 0 einerseits
Lunendlich oft, itber der Grenze von (1 — €)vkv/2loglogk sind und mit Wahrscheinlichkeit

0 unendlich oft iiber der Grenze von (1 + ¢)vk+/2Ioglogk.

(4.6) besagt, dass die Trajektorien von (Sk) mit Wahrscheinlichkeit 1 oo oft die Kurven
+bvk schneiden fiir b > 0 beliebig.

Weiter haben wir mit Satz 4.15 auch (fiir den einfachsten Fall - es gibt Verallgemeinerungen,
siehe unten) den Beweis, dass eine Versicherung, welche nach dem Aquivalenzprinzip ar-
beitet (Pramie = erwarteter Schaden plus Administrationskosten) mit Wahrscheinlichkeit 1
Bankrott geht (sog. Ruin-Wahrscheinlichkeit). Die mathematische Formalisierung geht fol-
gendermassen: pro Periode gibt es eine Wahrscheinlichkeit von 50 %, dass ein Schaden von
2 Milliarden Franken entsteht und sonst passiert nichts. Wenn wir Zinsen und Administ-
rationskosten vernachldssigen, sollte deshalb die Pramie pro Jahr 1 Milliarde sein. Damit
geht das Vermogen der Versicherung mit 20 Milliarden Startkapital und keinen anderen
Geschiiften pro Jahr mit 50 % Wahrscheinlichkeit um 1 Milliarde nach oben (Prémie er-
halten aber kein Schadenfall) und mit 50 % Wahrscheinlichkeit um 1 Milliarde nach unten
(Primie erhalten aber Schadenfall). Diese Versicherung geht wegen Satz 4.15 a) sicher
Bankrott.

Eine Verallgemeinerung obiger Aussage folgt aus Seite 233, Theorem 6.3.1, T. Rolski et al,
Stochastic Processes for Insurance and Finance, Wiley, 1998: Wenn (X;);>1 iid, E[X;] =
0,P(X; = 0) < 1, dann haben wir bereits Ruin-Wahrscheinlichkeit 1, unabhéngig vom

Startwert.
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4.2.2 Die symmetrische Irrfahrt auf Z? ist rekurrent

Wir werden ab dieser Dimension nur noch die symmetrische Irrfahrt behandeln. Es ist
wegen Satz 4.15 intuitiv klar, dass man in hoheren Dimensionen bei nicht vorhandener
Symmetrie erst Recht Transienz haben wird. Man betrachtet dazu einfach eine Projektion
auf die eine Achse. Damit eine zweidimensionale Irrfahrt wieder nach (0,0) zuriickkommt,
muss sie ja in beiden Dimensionen gleichzeitig zuriick sein. Wenn Sie in einer Dimension

bereits transient ist, dann erst recht in beiden.

Beim Random Walk (RW) in 2 Dimensionen sind die ﬁbergiinge derart, dass mit Wahr-
scheinlichkeit je 1/4 einer der folgenden Ubergéinge stattfindet:

(4,5) = (1 +1,5),

(4,4) = (i = 1,5),

(4,9) = (5,5 +1),

(4,J) — (4,7 - 1),
Eine Koordinate ist also immer fest und die andere wird wechseln. Wir wollen 2 un-

abhéngige RW haben. Dazu fiihren wir neue Koordinaten ein:

/'\ #1 ca'/vé /.ﬁ:m. /:A

L ] fidd g

J

Diese beiden RW’s auf dem neuen Koordinatensystem lassen wir unabhingig "laufen”.
Dann haben wir z.B. den Punkt (1,0) in den alten Koordinaten genau dann, wenn beide
RW’s auf den neuen Koordinaten je einen Schritt von 0 nach 1 gehen. Dies mit Wahrschein-
lichkeiten von je 1/2, also wegen der Unabhéngigkeit gibt das genau 1/4; dies wollten wir

ja auch.
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Damit haben wir von 4.2.1:

/A

(2m) / emyz L
™m

P00y 00 = (P

" Damft gilt aber

/

Z pEﬁ’B‘)] 0,0) == Z = S0
mz=1 m=>1

LY
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In 2 Dimensionen ist der RW also wegen Korollar 4.8 auch rekurrent.

4.2.3 Die symmetrische Irrfahrt auf Z?3 ist transient A,,,/ B ) =72
%/a//;‘ # ﬂ@]

b /Z‘ z /)J—-‘ Yot “')L‘_,;/
Beim symmetrischen RW in 3 Dimensionen wird jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/6 in

genau einer Dimension entweder um 1 inkrementiert oder um 1 dekrementiert. Wir werden
jetzt nicht auf die Resultate in kleineren Dimensionen direkt zugreifen, obschon auf den
ersten Blick die Konvergenz von

1
D o

m2>1

gerade hierzu einlddt. Stattdessen spalten wir den gesamten Prozess nach der Anzahl
vertikaler Schritte auf: Wir wollen p(gzgm) berechnen, wo 0 := (0,0,0). Sei 2n die Anzahl
vertikaler Schritte (es verbleiben noch 2m — 2n Schritte fiir die Schritte in der zy-Ebene).
Die Anzahl vertikaler Schritte ist eine Bin(2m, 1/3)-Zufallsgrosse. Wir wollen dazu zuerst
eine Abschiitzung erarbeiten. Sei dlso M eine Bin(2m, 1/3)-Zufallsgrosse. Es gilt: E[M] =

2m,/3 (das "np”) und V[M] = 4m/9 (das "np(1—p)” oder "npq”). Wegen (WTS-5.1) haben

. e
WIT ” &

2m

P“M—?lz%]SWT = Kl;n‘- (4.7)

[ S —
= £z

Es gilt mit den Resultaten von 4.2.1 und 4.2.2 und FTW:

4
et g,

em) Y K ¢ i v1)P[Bm(2m, 1/3) = 2n). (4.8)

e~ 2 KR
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Wir wollen jetzt mit Hilfe von (4.7) (4.8) zerlegen:

1
K V1PB 2m,1/3) =2 <K—K m :
E YP[Bin(2m,1/3) = 2n| 1 -1<n3/2\/ﬁ n)o

ma il 1 )
m/2<n<5m/6 /N Mm —n

+K

1 1 1
Ki—K — —
E 'm 5m%’2§gm(\/ﬁ(m—n\/1))"
< Kom™3/2, (4 Z)
Wir haben dazu (4.8) folgendermassen zerlegt: i
= //H’#‘
*
. : V///// 77/ R \
| ¥ n
A Sev m

6‘ g i P
Wegen Korollar 4.8 ist die Irrfahrt in 3 Dimensionen damit transient.
4.2.4 Die symmetrische Irrfahrt auf Z", n > 4, ist transient (¢~ WQCM ST AP)

Man betrachtet fiir diesen ”Beweis” einfach nur die ersten 3 Dimensionen. Denn damit
der RW in allen Dimensionen zuriickkommt (gleichzeitig!), muss er auch in den ersten 3
Dimensionen zuriickkommen. In 3 Dimensionen ist der RW aber transient, also auch in

mehr als 3 Dimensionen.
4.2.5 Ausblick auf die Brownsche Bewegung

Wir werden in Kapitel 17 ohne Beweise die entsprechenden Resultate fiir die sogenannte
Brownsche Bewegung (BB) besprechen. Nur soviel sei jetzt schon gesagt: die BB ist
ein Prozess mit kontinuierlichem Zustandsraum R¥. Wenn k > 2, ist es intuitiv kaum
wahrscheinlich, dass ein Prozess exakt an den selben Ort zuriickkehrt. Man wird also die
Definition von Rekurrenz/Transienz in abzdéhlbaren Zustandsrdumen und in kontinuier-
lichen Zustandsrdumen auseinanderhalten miissen: in kontinuierlichen Zustandsraumen
wird rekurrent heissen, dass der Prozess in einen beliebig kleinen Ball z.B. um den Ur-
sprung wieder zuriickkehren wird. Dann haben wir analoge Resultate wie jetzt in Kapitel

4.2. Mehr dazu und genauere Ausformulierung folgen in Kapitel 17.

2
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