
Angewandte Stochastik

Dr. C.J. Luchsinger

4 Qualitatives Verhalten von Markov-Ketten, symmetrische Irrfahrt auf Zn

Literatur Kapitel 4
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In Kapitel 4 werden wir uns "nur" fragen, wo gelegentlich eine Markov-Kette hingelangt

oder hingelangen kann. Wir fragen uns vorerst nicht, wie lange es dauert, bis die Kette dort

angelangt ist oder wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass sie überhaupt dort ankommt.

Dies wird in Kapitel 5 geschehen, wo wir Theffwahrscheinlichkeiten und erwartete Zeiten

bis zur Absorption berechnen werden.

4.1 Qualitatives Verhalten von Markov-Ketten

Deflnition 4.1 [kommunizieren (miteinander)] Zustand i, kommuni,zi,ert mi,t j
(i,n Zei,chen,i,"* j), uenn es ei,nm2T gi,bt, so d,asspty ,0 (m:0 beinhaltet d,en Falt

i, ".+ i,).

i, und j kommuni,z'ieren mi,tei,nander (i, ".- j), wenn sowohli, *+ j wie auch j ...+,i,.

p*) ,0 ist zum Beispiel wegen der Chapman-KolmogoroffUngleichung sicher dann erfüllt,

wenn wir eine Folge von positiven (d.h. > 0) Zahlen pi.,ütpir,izt...tpi^_Ltf flnden können.

Die Flage, ob Zustände (miteinander) kommunizieren, ldsst sich am besten graphisch able-

send beantworten. Dazu einige Beispiele.
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nur Drifb nach links (oder rechts)
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Nach diesen Beispielen haben wir sicher schon gemerkt, dass wir mit <*a eine Aquivalenzre-

Iation auf dem Zustandsraum definieren können:

Lemma 4.2 lKommunikationsklassen (Aquivalenzrelation)] * defini,ert auf

d,em Zustandsraum ei,ne Äquiualenzrelati,on. Der Zustandsraum wi'rd,'i;n sogenannte Kom-

munik ati, o n s kI a s s en p arti'ti' o ni ert'

Beweis: Aufgabe auf Blatt 4.

Definition 4.3 [Absorbierend] i, hei,sst absorbi,erend, falls Pu.: I. In di,esem Fall

i,st {i,} ei,ne K ommmuni,kati,onsklas s e.

Sei der Zustandsraum die Menge {0,1,...,10}. Die Übergangswahrscheinlichkeiten seien

poo: pr0,10 : 1 und Pi,i-r: pi,,i+r:0.5 für i, e {1,,2,...,9}. Geben Sie die absorbieren-

den Zustände und die Kommunikationsklassen an:
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Definition 4.4 [abgeschlossene Klasse] Eine Klasse K hei,sst abgeschlossen, u)enn

pi,j :0 Vz e K, j # K (also ei,nmal i,n K gefangen, ,immer i,n K gefangen; nxan kommt

ni,cht mehr raus!).

betrachten.

2. Für Flage 2 reicht es, die folgende
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Beispiel:

#i

Flagen:

1. wenn xo : i' e Ks, wie ist hlx" e Kt, für n gross genug] (Pa bedeutet, dass wir in z

gestartet sind, also ist dies PlX" e Kr, für n gross genuglXs : z]).

2. Wie verhält sich der Prozess, einmal in K1 angekommen?

Diese beiden Fbagen erlauben je eine Vereinfachung der Markov-Kette:

I. Zur Beantwortung von Flage l" können wir gerade so gut nur die Kette

4-1"
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von P zu betrachten:
,_)

lln

P
{ *

Man beachte, dass diese Teil-Matrix auch eine stochastische Matrix ist (Zeilensummen

gleich t). & ist als gesamte Klasse absorbierend. Offenbar kann man in diesem Fall die

Matrix P reduzieren, sobald man nach K1 gelangt ist.
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Definition 4.5 [irreduzibel] Eine stochastische Matri'r A (d'h. alrn e [0,l-],Vl,rn

und, Zeilensun"Lnxe :1) hei,sst i,ned,uzi'bel, wenn wi,r für aIIe Paare (i',i) ei'n k : k(i,i)

finden können, sodass

(Ak)oi > o'

Definition 4.6 [rekur tent f vergänglich] Sei i' e Z+ , F'rt :: P'ilUn21{Xn: i}] :

PIX kommt nach i' zurück lXo : z].

i, hei,sst rekument, wenn Fil: t

i, hei,sst uergringli,ch (oder transient), wenn Fia 1L

Bemerkung: Wenn der Zustandsraum stetig ist (2.8. bei der Brownschen Bewegung im

zweidimensionalen Raum und höheren Dimensionen), wird rekurrent und vergänglich leicht

anders definiert. Wir kommen in Kapitel L7 kurz darauf zurück.

Satz 4.7 [Wie oft kommt man zurück? Unendlich oft?]

a) Sei, i, uergängli,ch. Dann gelten:

P7[X kommt oo oft nach i] : 0 Vj,

(: Pi[or,>t lJrn2n {X- : a}]) _ n-//2.o"- itvT-., /,i*-*,p @
und

\n[? : EulD llxn : il] : Eul#{n ) t : Xn : i,}l :
n)l nlI

b) Sei, i, rekurrent. Dann gi'lt

fl[X kommt oo oft nach i] : l,

und sogar

P7[X kommt oo oft nach i] : 1,

fa\s i, -+ j (es gi,It d,ann übrigens auch j -+ i, (freiwiltige Übung)).
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Beweis von Satz 4,7: ,rz/ar, /,'/-.- 1-,.,1*L;ln-r k4. ,/u-/ -,6'//

a) Der Beweis wird der intuitiven Vorstellung folgen: Wenn z vergänglich ist und wir

einmal in'd landen, so werden wir nur mit Wahrscheinlichkeit echt kleiner 1 wieder nach

i zurückkommen. Da wir eine Markov-Kette haben, fängt bei jeder allfälligen Rückkehr

die Zeit von neuem an. Jedes MaJ wird man nur mit Wahrscheinlichkeit echt kleiner 1

zurückkommen. Wie oft man zurückkommt ist geometrisch verteilt, worauf das zweite

Resultat in a) auch hinweist. Der exakte Beweis ge[t folgend.rrn*r"]* ,?i4 nuu /<z' '/ P*-4'/
- z/a, 4*t1o.// " /z- r.) -- 7.

Wir definieren Ar: fln.>1 l)m)-n {X* : z} das Ereignis,"dass wir unendlich ofb nach z

zurückkommen. -fy' :: min{n 2 1 : Xn : z} sei die Stoppzeit des ersten Eintreffens

in z nach Zeit 0. Wir starten vorerst mal in i, zur Zeit 0. Sei rn > L. Man beachte:

{D,>t IlXn : i) > 
^) ist das Ereignis, dass man mi,ndestens m mal nach i zurückkommt.

8mi:Att IlXn:tl2ml
n)I

'?pALIlXn: i,l> mlN < oo]4 [lr < -] + 4tt llxn : i,l > mlN : ool4[t/ : oo]
n:.L

Wir haben im letzten Gleichheitszeichen die star

n)'1,

: Qm-tFu. z E"*b-€, F/V-2"22
€c,

ke Markov-Eigenschafb gebraucht. 91 :

fia, also gilt

Q*: (Fu.)*.

Bis jetzt haben wir übrigens nicht gebraucht, dass a vergänglich ist (wir werden deshalb die

Resultate bis hier auch für den Beweis von b) heranziehen können). Sei jetzt aber Fü 1L,
also gilt lim-*oo Qrn:0. Wir können somit WTS-Lemma 1.8 anwenden, denn die Folge

der A* ': {rl D",r, I[Xn : i] >- *] fällt monoton gegen ,4. Damit gilt:

PilAl: JiI\q* : o

Dies ist erst der Beweis, wenn wir in a starten. Aber

PjlAl: PjlAlN < oolP;[lr < *] + PjlAlN : x)Pi[lf : oo] : Q.

-O :O
Wir haben auch hier die starke Markov-Eigenschafb angewandt
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EsfehltnochderBeweisvon(4'1):weilP[c]:Elllcll'istnurdas2'letzteGleichheits-

zeichen in (4.1) zu beweisen. Sei M ,: #{n >- LlXn - i} : D",>r IlX" : ';1t

PtlM |ml: e*: (Fu)^,,

also wegen WTS-Lemma 3.6 [Alternative Berechnung des Erwartungswerts]

EilMl: t Pi,lM>ml:
mll

fi1r Fä < L. M ist in der Tat unter 4 geometrisch verteilt auf den natürlichen Zahlen

inklusive die Null. /.'/D:.o'T: 2 f Z/r-,"J -fr f*r,-r-4J =5'*'/-/_a,) .Lan'/ 
t - 4

b) von Teir a) 0"" Km#"r dorrigen Notation erhalten wir c '€/-4#

PilAl : P.;l^r*21A*l : ;g PilA*l: )l!*(p,o)* 
: L,

da jetzt Fu,: L. Damit haben wir den ersten Teil von b) schon bewiesen'

Sei jetzt i, *, j. Dann existiert ein I > 0, sodass py) ,0. AIso haben wir (mit dem ersten

Teil von b) und bFTW): 
L/o.^4,-

c
L : PilAl :: PlAlXo - il Deldlxrr/'i,Xt : klPlxt : klXo - il Ip*talpi?

le'k

Damit gilt:

o : r - DrAeWl2 :lnl}g - PklAl).
kk

AIle Summanden in obiger Darstellung sind ) 0; genauer: sowohl aie plf wie auch die

(I - PklAl) sind alle ) 0. Damit müssen aber alle einzelnen Summanden auch : 0 sein. I

ist so gewählt, dass pr? ,0. Dann muss aber

L-Pi[Ä] :O

Fet

L-Fu,

und damit PjlAl: l" sein.
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Definition 4.6 und Satz 4.7 erlauben uns noch nicht rechnerisch zu überprüfen, ob ein

Zustand rekurrent oder vergänglich (andere Bezeichnung transient) ist. Wir werden jetzt

einige einfache, operationelle Kriterien erarbeiten. Ein erstes Kriterium folgt direkt aus

Sa;bz 4.7.

Korollar 4.8 [Operationelle Beschreibung von Rekurrenz und Transienz]

F-ro,r

F-s--/g

Mi,t d,en Bezei,chnungen aus Satz 1.7 a):

i, uergängli,ch + D,->tpt? < *. 7
i, rekurrent€ Dr,>r p[P : *. J

b,::X 4-.r,*z = =r.t?-*J
a.r/oo/24 ß -,LL R uz 2z = LL

{fra*&/ ,j
Beweis von Korollar 4.8: Folgt direkt aus tz 4.7.

Satz 4.9 [Rekurrenz und T]ansienz sind Klasseneigenschaften] Es gelte i <-n

j. Dann gi,lt: i,st i, uergänglich, dann i,st auch j uergängli,ch. Ist'i releurrent, dann ist auch

j rekurvent.

Beweis von Satz 4.9: Seien i und j so, dass i * j. Dann existieren k,l, sodass

p[? ,O,pt? > 0. Wenn man die Chapman-Kolmogoroff Ungleichung zwei mal anwendet,

erhält man Vn, ) 0:

o(k+t+n) >e|e|?e\? e.2)

Sei i vergänglich. Dann gilt wegen Korollar a.8: l*plk+t+n) ( oo. wegen (4.2) muss

aber auch gelten

L,e5? ' *'
Wegen Korollar 4.8 ist damit auch 7 vergänglich. Der Fall ri rekurrent ist als Übungsaufgabe

zu lösen.

n

Wir können mit Hilfe von Satz 4.9 bereits intuitiv einfache Fälle mathematisch exakt

untersuchen: Sei X' eine Markovkette auf den Zahlen {0,1,. ..,9,10}. Es gelte pgo :
?r0,r0 : 1. Für i, e {L,...,9} gelte: pi,6-1 : p : (L - pt,t+t) € (0, 1). Aufgabe:

7I



a) Bestimme alle Kommunikationsklassen

/of , /2,, "/i /-J 4' :ä,-. ':y' 
-z ^J*,*-4

b) Welche sind rekurrent, welche transient und warum?

6ot4 / & P-t,o :r e(Zra)'
*f- -r-n"ft, 43V..*e- ä/a-'e- 7Lo.o"nä-j

Obiges Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 4.10 [Rekurrenz/T]ansienz bei abgeschlossenen/offenen Klassenl Sei'

K ei,ne Kommuni,kati,onsklasse. Dann gelten:

a) Wenn K ni,cht abgeschlossen ist, muss K uergängli'ch sei'n.

b) Wenn K abgeschlossen i,st und nur endti,ch ui,ele Zustd,nde enthtilt, dann i,st K rekurrent.
!;rye-&ry *ro&)

Beweis von Satz 4.10: a) ist als Übungsaufgabe zu lösen.

b) CE bezeichnen wir die Elemente von K mit {1, 2,3, " .,rn}. Sei Ma :: In IlXn :

il,t < i, 1m. Wir nehmen (Widerspruchsansatz) an, K sei vergänglich. Dann gilt wegen

Safr,z 4.7 a): PllMi ( oo] : 1V1 < i'3 m. Also gilt auch

Pttt Milnl:!
n"L

i:r
(4.3)

Aber
n1 n1, n'L

Dtwo:tLrl*"-il It \x,:'i1 @.4)
i:l i,:L n)L n)L i'=L

1 e K und K ist abgeschlossen' Damit muss gelten Pixn e K):l"vn' wir haben damit

iä IlXn: il : 1 : hlllX" e Kl:11 : lVre ) 0
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Damit gilt aber wegen (4.4) auch

P'tt M,i: ol: Pttt Dtl"" - il: ool : Pr[I r : oo] : 1,

rn

1,: I

rn

n)I i:L nz-L

im Widerspruch zu (4.3).

Vier Beispiele

L. Letztes Beispiel vor Satz 4.10 wieder besucht: Wir können jetzt sofort entscheiden, dass

die "mittlere" Klasse {L,2,...,9} wegen Satz 4.10 a) vergänglich sein muss.

2. Betrachten eine Markovkette auf {0, L,2,3,... ,10}. Sei ps1 > 0 und genauso pro,s ) 0

sowiePoo: L-pot undp1s,1s - 1-pro,g. Weiter gelte pt,t+L: (1 - pt,t_t) e (0,1) für

z e {1, 2,3, . .. ,9}. Dann bildet die Menge {0,L,2,3, . . . , 10} eine einzige, abgeschlossene

Kommunikationsklasse und wegen Satz 4.1.0 b) ist diese Markovkette rekurrent.

t-2 <---Z (_-7
.''....-\{/o

3. Betrachten eine Markovkette auf {0,L,2,3,. ..}. Sei pse : 1. Weiter gelte p4,4a1 :
(! - p1,r-r) € (0,1) für z e {L,2,3,,...}. Dann bildet die Menge {!,2,9,.. .} eine nicht-

abgeschlossene Kommunikationsklasse und wegen Satz 4.10 a) ist diese Markovkette ver-

gänglich.

4

Im Ubrigen wird die Markov-Kette je nach konkreten Werten der pii entweder eher in 0
absorbiert (dann ist die "Drift nach links" relativ stark (in denpi)), oder eher nach oo

verreisen (dann ist die "Drift nach rechts" vorherrschend (in den pii)). Der hypothetische

Fall, dass der Prozess unendlich lange so zwischen z.B. 100 und 550 herumpendelt, ist intu-

itiv deshalb unmöglich, weil wir immer pt,i,-r ) 0 haben. Das heisst, dass man irgendwann
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mal zufälligerweise nach 0 kommt (und dort steckenbleibt). Die einzige Möglichkeit der 0

zu entfliehen, ist diejenige nach oo. Dazu müssen aber diePca "stimmen"' Im nächsten

Beispiel werden wir einen Fall betrachten, wo wir dies noch genauer angeben können'

4.

d

o

6 z_

0

0 3-

qlpvb
Ls

Im letzten Beispiel betrachten wir wieder eine Markovkette auf {0,1,2,3,...}. Seien jetzt

aber für alle i ) 0 p4 :: pei+r )0 und e.i, :: Pto) 0 und k* Q: L. Wir haben also eine

9J 1;yl'o unendliche, abgeschlossene Klasse. Das heisst aber nicht, dass di,e Markoalrette

0 u, a'' sein muss: Si,e kann ja i,mmer noch nach n abdri,ften (ugl. Definiti'on uon

rekument)! Wir wollen diese Markov-Kette auf Rekurrenz/Transienz untersuchen: Dazu

müssen wir laut Definition 4.6 (und mit Hilfe von Satz 4.9) den Ausdruck

Foo : P6[u"21{X" :0}]

untersuchen. Wir haben (Einsatz von WTS-Lemma L.8 im 3. Gleichheitszeichen)

1 - Foo : Po[fl",>r{ X" + 0}]

: PolXt : L, X2 - 2,.. ., Xn : n,...1

: 
,,l!g PolXt : !,Xz - 2,...,Xn: nf

:,]*PIPLP2PIP4''' Pn-L

n-!
: 

",1gg 
f[(t - ei).
j:o

Es gilt aber (kleine, freiwillige Analysis-Übung):

Also haben wir Rekurrenz falls lr>o qj : @ und Tlansienz fa.lls Dr>o qi < @.

,q,q,t-qi){
:0, wenn
) 0, wenn

Doto qj: e
t;;' qj < 6'
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Definition 4.11 [Periode, aperiodisch] Sei, i, € Z+, Lt ,: {n r_ tlplP ] O],d,i ::
ggf @i,) ) L. d,,i hei,sst Periode uon i,. Bei, d,i: I sprechen wir uon aperiodi,sch.

',ft/ 4:Z
o 4--

@

0rS
" -noLu -n-!,-,,(.. ?1or.e..

olono &rZ <-/Z un.4-1

. .1 :o -.ZOd,I 4 (z)

Dk)

//)

:Q

>o
>o
>o
>C)

"^6:-r'3 -2

(:)

Satz 4.12 [Periodizität ist eine Klasseneigenschattl Gi,tt i, * j, so gi,It dn: d,j.

Beweis von Satz 4.12: Wir finden einm ) 1 und ein k ) 1, sodass Off, ,0 und pll) -, 0.

Damit haben wir wegen der Chapman-Kolmogoroff Ungleichung aucn p[i+k, > O*roolr.
Somit ist (nr. + k) e .Lz und damit gilt d,al(m + k). Es gilt auch

o(m*k*n) > rff) nll nll v".

Der Term o(m+k+n) ist jedoch gleich 0, wenn d,t X(m+ k +n), das heisst d,t Xn.Wenn also

dt Xn, d.ann muss gelten p5? :0. Also ist Li G dzN, also dr. ) d4. Aus Symmetriegründen

muss aber auch gelten d,a / d,i, und damit dt, : dj.

n

Lemma 4.13 [aperiodisch, dann werden atte pll > 0] Sei, i, ein aperi,od,i,scher

Zustand,. Dann gi,It el? > 0 für aIIe n genügend, gross. /V, "&.-)

Beweis von Lemma 4.13: als freiwillig" Übung; mehr Algebra als WT!

n
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Ft-1"

'/,e //1*/*O

In diesem Abschnitt (bis und ohne Teil 4.2) sei P stets aperiodisch und irreduzibei und

der Zustandsraum endlich.

Wir haben in Teil 3'2 gelernt, wie wir PxlXr: z] berechnen können' wo '\ die Startvertei-

lung ist. Es gilt:

PxlXt - il (l'P)n.

Wir erhielten weiter

PxlXn - il (\'P")r

Wir werden uns ofb die Flage stellen, wie sich diese Markov-Kette verhält, wenn n sehr

gross ist (gegen oo strebt). Im Spezialfall eines endlichen Zustandsraums ist diese Fbage

wesentlich einfacher als im allgemeinen Fall. Man kann sich des Satzes von Perron-

Flobenius bedienen:

Satz 4,t4 [Satz von Perron-F]obenius] Sei, P ei,ne Übergangsmatri,r ei,ner aperi'-

od,i,schen, irred,uziblen Marleou-Kette auf ei,nem enilli,chen Zustand,sraum. Dann ist 1 d,er

grösste Eigenwert (mi,t Multi,plizi,trit 1). Di,e d,azugehörend,en Li'nks- und Rechts-Ei'gen-

uektoren haben stri,kt posi,ti,ue Koordi,naten. Alle anderen Eigenwerte haben Absolutbetrag

( l"'

Beweis: Bücher aus der Linearen Algebra.

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass man Matrizen der Form Pn am besten mit dem

Ansatz

p: ^9-1Ä,9 -> f ': -[2\' S ,. *"
darstert, wo A eine geeignete ro,- hffi ffi{#,fti*# #x,k1#.,^r.
Wir zeigen hier die Konsequenzen auf für den Fall, dass Ä Diagonalgestalt haf Wre4
4l{Xtu{4ywM;(der allgemeine Fall ist in Cox & Miller, The Theory of Stochastic Processes
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(1965, p. 118 ff.) beschrieben). Da die Zeilen von P auf 1 summieren, ist übrigens der

Vektor 1 sicher rechter Eigenvektor (zum Eigenwert 1):

P1 :1

Jeder Eigenwert ist immer Links- & Rechts-Eigenwert. Sei p der Links-Eigenvektor zum

Eigenwert L. Wir haben also

lt' : lr'P,

Wenn wir also mit diesem p als Start-Verteilung starten, dann ist die Verteilung nach

einem Schritt immer noch p. Auch nach n, Schritten wird die Verteilung auf den end,li,ch

uielen Zuständen gleich p sein. p ist eine sogenannte Gleichgewichts-Verteilung (mehr

dazu in Kapitel 6). Was geschieht aber, wenn wfu ni,cht mit dieser Verteilung starten? Än

wird geometrisch für wachsendes n gegen eine Matrix konvergieren, deren einziger Eintrag

an der Stelle (L,L) eine 1 (der grösste Eigenwert) sein wird. Alle anderen Einträge sind

entweder von Anfang an 0 oder konvergieren wegen Satz 4.L4 geometrisch gegen 0. Wenn

wir also einen Ausdruck der Art L nr/ -r'4--/
(^'P'^) /

berechnen wollen, erhalten wir (weil p' die erste Zeile von 
^9 

und 1 die erste Spalte von

,S-1 ist und die Komponenten von Ä auf 1 summieren):

(^tP"):pt+O(cnLt),

wo lcl < 1 (dies als kleine Ubung in Matrizenmultiplikation bitte nachrechnen). Also kon-

vergiert die Verteilung (wo ist die Markov-Kette zur Zeit n7) gegen diese Gleichgewichts-

Verteilung, egal wie wir starten. In obiger Gleichung ist auch inbegriffen:

p9):p,i*O(cn)YL

Damit ist der Fall endlicher, aperiodischer und irreduzibler Markov-Ketten diesbezüglich

abgeschlossen. Wir kommen in Kapitel 6 zum Fall des unendlichen Zustandsraumes.
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4.2 Symmetrische Irrfahrt auf V,n

In 8.1.1 haben wir Flagen aufgeworfen, welche wir jetzt beantworten können. Es geht in

4.2 w die Flage, ob die lrrfahrt auf V,n rekurrent oder transient ist. Wir behandeln hier,

wie im Titel angedeutet, bis auf einen kurzen Abstecher in 4.2.L nur die symmetri'sche

Irrfahrt. Falls die Irrfahrt nicht symmetrisch ist, haben wir eine Drift nach oo bzw. -oo

mit Wahrscheinlichkeit L

4.2.1Die symmetrische Irrfahrt auf Z ist tekurrent

(Xe)seieinei.i.d.-FolgevonZufallsgrössenmit p::PlXa-1] : PlXi: -1] :0'5' Wir

definieren ,56 :: 0 und Sp :: Df:i Xe. Es gilt im Übrigen (dies brauchen wir jetzt nicht)

Elsnl: 0 für alle k 2 0 und VlSr,]: k; sd,lsnl ,: 1ffi-1"1: \/8.
g

Wir wollen Korollar 4.8 anwenden. Wegen Safcz a./4 ist Rekurrenz eine Klasseneigenschaft.

Wir können also den Startwert beliebig auf V.wählen und nehmen 0. Es gilt hier p53-+1) :

0 für alle m, da diese Markov-Kette Periode 2 hat. Wir haben LIV'*- */2 ,*t"-/ te.<e. oÄu-T

(2m\
Pöo ' : f"(L - p)

"74 *-;1/e-/*/ h-, * ,.-o/7
Formel (nl - l2trn(|)") haben wir akAe b*-

^(':)
<--. fta

Wegen der Stirling-

F"t

Damit erhaiten wir asymptotisch:

('#)
(2m)l 22tn

rqalu //

(*t)' @

pW) - (!)'*2r*u,*n-,

fb4ä-.c /a -* *rn7-.4,/L/ ?

Dpff)-t
--w'

t/ T|LIT"w
1

mlI mlL

ist der symmetrische Random Walk auf Z rekurcent. Satz 4.7 b) kommt man

mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich ofb nach 0 zurück (egal man startet (2. Teil von Satz

wir in Kapitel 5 untersuchen4.7 b))). Wie lange es dauert, bis man zurückkommt,

(es dauert durchschnittlich unendlich lange!).
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Wir zeigen noch schnell, dass wir für p # 0.5 Tbansienz haben:

ptr{) -p*(r-p) 22*\m-r-' : l#*exp(m(2rn2*lnp*ln(l -p))): ,/ #".^,
wo c :: 2In2 -t lnp * ln(1 - p). Eine Auswertung mit Analysis I zeigt sofort, dass dieses

c an der Stelle ? : 0.5 das Maximum vol 0 annimmt und bei p + 0.5 negativ ist. Damit

:tr,Y::,:,^::::^:3e 
'

lichkeit L nur endlich oft bei 0 vorbei (Satz 4.7)!

Insgesamt haben wir also bewiesen

Satz 4.L5 [Die symmetrische Irrfahrt auf V, ist rekurrerft] a) Die symmetrische

Irrfahrt auf Z i,st relaurrent. Jeder Punkt i,nZ wi,rd mi,t Wahrschei,nli,chkeit 1 x oft besucht.

b) Di,e nicht-symmetrische Irrfaht auf Z i,st transi,ent. Jeder Punkt i,n Z wi,rd, mi,t Wahr-

schei,nlichkei,t 1 nur end,Ii,ch oft besucht.

Wir fügen noch weitere Resultate (2.T. ohne Beweise) hinzu. Man findet Sie in jedem

Buch über Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastische Prozesse. Resultat (4.5) nennt

man das Gesetz d,es iteri,erten Logari,thmus.

Wir haben oben gesehen, dass die symmetrische Irrfahrt in einer Dimension rekurrent ist

(also immer wieder nach 0 zurückkommt). Wie stark schwankt dieses ,9p um seinen Er-

wartungswert 0? Theoretisch ist für,9a jeder Wert im Intervall l-k,+k] möglich. Die

Ränder -k und k sind jedoch totale Extremfälle. Die Varianz von Sp ist k. Dies ist jedoch

ein quadratisches Mass. Die Standardabweichung sd[S6] ist gleich {8. Mun wird asymp-

totisch mit konstanter Wahrscheinlichkeit Werte in z.B. l-2t/8,+2\/El erhalten (CLT).

Falls wir Sr durch r/[ teil"tt, erhalten wir offenbar einen Ausdruck,

Sp

{E
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A-F i/=o
k

dessen Varianz (und Standardabweichung) konstant ist. Mit dieser Aussage wollen wir uns

aber nicht zufrieden geben. Es gelten noch folgende Aussagen (ohne Beweise; es gelten

auch die analogen Resultate gespiegelt an die x-Achse):
*r./ro../uo.l .o

.k"y' ,/r,---*u,
tz.,r L* -./-r|

,96

\/k\/2log log k
:11 :1

-----+P[limsupIC-oo

(4.5)

(fit""o, ,
und

2%p-./)

P[imsup
Sn

Jtc
:oo]:1 (4.6)

k+oo

(4.b) besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit L die T[ajektorien von (Sp) mit e ) 0 einerseits

unenr1lich ofh iiber der Grenze von (1 - e)t/ElME sind und mit Wahrscheinlichkeit

0 unendlich oft über der Grenze von (L + qt/E\/msryE.

(4.6) besagt, dass die Tfajektorien von (Sp) mit Wahrscheinlichkeit L oo oft die Kurven

+b{E schneiden für b > 0 beliebig.

Weiter haben wir mit Satz 4.t5 auch (für den einfachsten Fall - es gibt Verallgemeinerungen,

siehe unten) den Beweis, dass eine Versicherung, welche nach dem Aquivalenzprinzip ar-

beitet (Prämie : erwarteter Schaden plus Administrationskosten) mit Wahrscheinlichkeit 1

Bankrott geht (sog. Ruin-Wahrscheinlichkeit). Die mathematische Formalisierung geht fol-

gendermassen: pro Periode gibt es eine Wahrscheinlichkeit von 50 %, dass ein Schaden von

2 Milliarden Flanken entsteht und sonst passiert nichts. Wenn wir Zinsen und Administ-

rationskosten vernachlässigen, sollte deshalb die Prärnie pro Jahr 1 Milliarde sein. Damit

geht das Vermögen der Versicherung mit 20 Milliarden Startkapital und keinen anderen

Geschäften pro Jahr mit 50 % Wahrscheinlichkeit um 1 Milliarde nach oben (Prämie er-

halten aber kein Schadenfall) und mit 50 % Wahrscheinlichkeit um 1 Milliarde nach unten

(Prämie erhalten aber Schadenfall). Diese Versicherung geht wegen Satz 4.L5 a) sicher

Bankrott.

Eine Verallgemeinerung obiger Aussage folgt aus Seite 233, Theorem 6.3.1, T. Rolski et al,

Stochastic Processes for Insurance and Finance, Wiley, 1998: Wenn (X)o>t äd, Elxil:
0,P(Xi:0) < L, dann haben wir bereits Ruin-Wahrscheinlichkeit 1, unabhängig vom

Startwert.
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4.2.2 Die symmetrische Irrfahrt auf Z2 ist rekurrent

Wir werden ab dieser Dimension nur noch die symmetrische Irrfahrt behandeln. Es ist

wegen Satz 4.15 intuitiv klar, dass man in höheren Dimensionen bei nicht vorhandener

Symmetrie erst Recht tansienz haben wird. Man betrachtet dazu einfach eine Projektion

auf die eine Achse. Damit eine zweidimensionale Irrfahrt wieder nach (0,0) zurückkommt,

muss sie ja in beiden Dimensionen gleichzeitig zurück sein. Wenn Sie in einer Dimension

bereits transient ist, da^nn erst recht in beiden.

Beim Random Walk (RW) in 2 Dimensionen sind die Übergänge derart, dass mit Wahr-

scheinlichkeif je Ll4 einer der folgenden Übergänge stattfindet:

(i, j) - (i+L, j),

(i, j) - (i.- I, j),

(i, j) - (i, j +t),

(i,j)-(i,,j-I).

/* Vr
o o

o o

Eine Koordinate ist also immer fest und die andere wird wechseln. Wir wollen 2 un-

abhängige RW haben. Dazu führen wir neue Koordinaten ein:

d/b /{"".,/:-/4^
r'.dt*< /4L<:: .1i,.. ,b-o

A

.4

Diese beiden RW's auf dem neuen Koordinatensystem lassen wir unabhängig "laufen".

Dann haben wir z.B. den Punkt (1,0) in den alten Koordinaten genau dann, wenn beide

RW's auf den neuen Koordinaten je einen Schritt von 0 nach 1 gehen. Dies mit Wahrschein-

lichkeiten von je Lf 2, also wegen der Unabhängigkeit gibt das genau 1/4; dies wollten wir
ja auch.
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Damit haben wir von 4.2.1:

gilt aber

2
/

e[ää]ro,or !tof{\'- h

Do[3ä],,,0r=I *:*.
m)I rnlL /{^

a
7 gr[ntn(2m,Ll3) :2n]

In 2 Dimensionen ist der RW also wegen Korollar 4.8 auch rekurrent'

4.2.3 Die symmetrische Irrfahrt auf V'3 ist transient /oo./*o.6) 7r<a
o /*,//^ 4 ?qr.
- -Z E- -1 ztrl- /.." r") ,ul,

Beim symmetrischen RW in 3 Dimensionen wird jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/6 in

genau einer Dimension entweder um 1 inkrementiert oder um l- dekrementiert. Wir werden

jetzt nicht auf die Resultate in kleineren Dimensionen direkt zugreifen, obschon auf den

ersten Blick die Konvergenz von

1t rrlöl z
mll

gerade hierzu einlädt. Stattdessen spalten wir den gesamten Prozess nach der Anzahl

vertikaler Schritte auf: Wir wollenf['fl) b"t..hnen, wo 0:: (0,0,0)' Sei 2ndie Anzahl

vertikaler Schritte (es verbleiben noch 2m-2n Schritte für die Schritte in der rg-Ebene).

Die Anzahl vertikaler Schritte ist eine Bi,n(2m,113)-Zutallsgrösse. Wir wollen dazu zuerst

eine Abschätzung erarbeiten. Sei älso M eine Bi,n(2m,Il3)-Zufallsgrösse. Es gilt: ElMl:
2ml3 (das "rcy'') md,VlMl:Amlg (das "np(]"-p)" oder "npq").Wegen (WTS-5'1) haben

wir /rt"
PuM -'{t.Tl = @w+ :, x,*,. e.7)

*ra"o
Es gilt mit den Resultaten von 4.2.L wd 4.2.2 und FTW:

.1(-'m,-n (4.8)

L n uo4 L, u.,^/*

Z-"/i ,,f%t zr (/-.y'tt *f* .#/a-a
*u./o^ *2, 2-4,/r/-- ZVFz*,./-/L

t?w
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Wir wollen jetzt mit Hilfe von (4.7) (4.8) zerlegen:

i.*afj -v 1,)PlBi,n(2m,Llr):2nl1 xrlN -m?x f * !l
n:lv--

.L 1+K max ( --;m/2<n<5m/6' .\/n n'L - n'

+ K:LK
n'L

max
5m/6<n!m \/i

( 1 vr))-m-n
1

-3/2<K

m4
66

z'lrl

Wir haben dazu (4.8) folgendermassen zerlegt:

h
3rq 4m .Jtq
6

Wegen Korollar 4.8 ist die Irrfahrt in 3 Dimensionen damit transient.

4.2.4 Die symmetrische Irrfahrt auf Zn, n ) 4, ist transient (22.-"..2.2 Fr-z?)

Man betrachtet für diesen "Beweis" einfach nur die ersten 3 Dimensionen. Denn damit

der RW in allen Dimensionen zurückkommt (gleichzeitig!), muss er auch in den ersten 3

Dimensionen zurückkommen. In 3 Dimensionen ist der RW aber transient, also auch in

mehr als 3 Dimensionen.

4.2.5 Ausblick auf die Brownsche Bewegung

Wir werden in Kapitel L7 ohne Beweise die entsprechenden Resultate für die sogenannte

Brownsche Bewegung (BB) besprechen. Nur soviel sei jetzt schon gesagt: die BB ist

ein Prozess mit kontinuierlichem Zustandsraum IR.e. Wenn k ) 2, ist es intuitiv kaum

wahrscheinlich, dass ein Prozess exakt an den selben Ort zurückkehrt. Man wird also die

Definition von Rekurrenz/Ttansienz in abzählbaren Zustandsräumen und in kontinuier-

lichen Zustandsräumen auseinanderhalten müssen: in kontinuierlichen Zustandsräumen

wird rekurrent heissen, dass der Prozess in einen beliebig kleinen Ball z.B. um den Ur-

sprung wieder zurückkehren wird. Dann haben wir analoge Resultate wie jetzt in Kapitel

4.2. Mehr dazu und genauere Ausformulierung folgen in Kapitel 1"7.

4.7)
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