Angewandte Stochastik
Dr. C.J. Luchsinger
5 Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Zeit bis zur Absorption
Multiplikation von Links!
Literatur Kapitel 5

* Grimmett & Stirzaker: Kapitel 6.3 (Ubungen)
* Krengel: § 15.4

Wir werden in diesem Kapitel lineare Rekurrenzgleichungen erhalten (das Wort rekur-
rent hat hier nichts mit der Rekurrenz von Markov-Ketten zu tun!). Wir wollen solche
Gleichungen l6sen konnen. Deshalb werden wir in 5.1 zuerst die notwendige Theorie aus

der Analysis ohne Beweise vorausschicken.

5.1 Lineare Rekurrenzgleichungen mit konstanten Koeffizienten ( s S e emired
Eine lineare Rekurrenzgleichung k—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist eine

Gleichung des Typs

fn+lc = aflfn+k 1+ a'2fn+lc 2+...+ akfn + by. i (5'1)

_72 FrBoterec ” wit ./ -7/‘,,4‘, // = ‘/

Dabei muss gelten: a; € R, 1 < i < k, die a; smd konstant, unabhanglg von n, ax # 0,

n > 0. Falls b, = 0 nennen wir diese Gleichung homogen, sonst inhomogen. fi,..., fx

nennen wir die Anfangsbedingungen.
Kochrezept I:

Wir definieren weiter fiir z € C: 5 Sillis, £

d

p(z) = 2P —a12P N — a2 — L —ap_12 — ag, (5.2)
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und nennen dies das charakteristische Polynom von (5.1), wobei b, nicht einfliesst. Seien
21,29, ..., 2, t < k, die paarweise verschiedenen charakteristischen Wurzeln von p(2) = 0

mit Vielfachheiten oy, @, ..., at, WO 22=1 o; = k. Wir haben also
p(z) = Wy (2 — i)™
Dann gilt

Satz 5.1 [Losung einer homogenen, linearen Rekurrenzgleichung) Die allge-
meine Lésung der Gleichung (5.1) mit by = 0,ax # 0 hat folgende Form (es existieren

keine weiteren)

t as—1
.fn = Zz? 2 csmnma
s=1 m=0
wobei com (8 = 1,...,t;m = 0,1,...,05 — 1) beliebige Konstanten sind, welche mit den

Anfangsbedingungen zu bestimmen sind.

Beweis: Analysis-Biicher

Kochrezept 1I:

Wir wenden uns jetzt dem Fall b, # 0, und damit dem inhomogenen Fall zu. Das Vorge-
hen erinnert an die Losung von Differentialgleichungssystemen: “homogene + spezielle

Losung”. Zuerst ein paar Vorbereitungen:

frntk = 01 fntk-1+ ...+ axfn (5.3)

frnk =01 fagh—1+ ..+ 0 fo+bn,bn # 0. (5.4)

Wir inkrementieren jetzt in (5.3):
Jrtk+1 = 01 foyk + .o+ k1. (5.5)
Wir subtrahieren jetzt (5.3) von (5.5) und bringen alles auf eine Seite:

Fraker — (L4 a1) fork + (a1 — a2) frgk—1 + -« + (@k—1 — k) fros1 + @k fn = 0.
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Wir definieren
W(2) = 2" — (14 a1)2* 4+ (a1 — a2)2" 1 + ... + (ap—1 — ar)z + ax.
Es gilt W(1) = 0. Des weiteren haben wir
W) = p(2)(z = 1) = §(2)(z = 1)+, | v o 7wl /7
wobei « so ist, dass #(1) # 0, also p(z) = (z — 1)¥¢(z). Dann gilt

Satz 5.2 [LOsung einer inhomogenen, linearen Rekurrrenzgleichung] Die

allgemeine Losung der Gleichung (5.4) mit b, # 0,ar # 0 hat folgende Form (es existieren

keine weiteren)
b,n®

¢(L)al’

wobei gn, die allgemeine Lisung von (5.3) darstellt.

fo=gn+

Beweis: Analysis-Biicher

(o4 .6-{2/—1’ /%/-/ﬁ '/
o e, %‘,/,4‘."44/

o Zy/ 4/:..4_,:0{@/ pomd/ ..5941;4.,/
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5.2 Treffwahrscheinlichkeiten

Wir kommen jetzt zu einer Urfrage der Theorie von Markov-Ketten. Sei X, eine
Markovkette auf den Zahlen {0,1,...,9,10}. Es gelte poo = p1o,10 = 1. Firie {1,...,9}
gelte: p; ;-1 =p = (1—piit1) € (0,1). Offenbar sind die Zustande 0 und 10 absorbierend.

Man kann sich jetzt fragen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, in 0 absorbiert zu werden.

* Diese Wahrscheinlichkeit ist offenbar vom Startwert abhéngig.

* Es ist zudem klar, dass man mit Wahrscheinlichkeit 1 (0) in O absorbiert wird, wenn
man in 0 (10) startet.

* Die folgenden 2 Fragestellungen sind mathematisch das gleiche Problem: 1. in obigem
Modell die Frage, wie gross die Wahrscheinlichkeit einer Absorption in 0 ist und 2. falls

0 und 10 nicht mehr absorbierend die Frage, ob man zuerst in 0 oder in 10 vorbeikommt.

Sei y; := P;[Un>1{Xn = a}] die Wahrscheinlichkeit, dass Xn im absorbierenden Zustand

a absorbiert wird, gegeben wir starten in ¢. Dann gilt der folgende

Satz 5.3 [Treffwahrscheinlichkeiten| Die Grissen (y;)icz+ erfillen die folgenden
Bedingungen:
1.0<y; £1Vi
2. Yo =1
3. Py=y
und y ist der minimale Vektor, der 1., 2. und 3. erfillt, d.h.: wenn y' auch 1., 2. und 3.
erfillt, dann gilt v, > y; fir allei € Z*.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass unser Vektor y diese Bedingungen erfiillt und dann zeigen

wir die Minimalit&t. Die Forderungen 1. und 2. sind klar. Fiir 3. erhalten wir:
Y; = P[UnZI{Xn = a}'Xo = ’L]

7/
2 vy —> =Y Plunz1{Xn = a}Xo i, X1 = J|PLX: = j|Xo =
j /b/ﬂ£r4;y
=Zyjpij
J
= i¥i- Ah. P, =
3, e il 4
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Minimalitét:
Sei y' eine weitere Losung (solche gibt es in der Tat, z.B. y; = 1Vi). Wegen 3. muss

gelten:
Yy =Py = P%y/ = ... = P"y Vn,

und damit auch

Yy = Zpgy)y@gg)% = pg:) = Fi[X, =a] = Pi[Nm>n{Xm = a}]. (5.6)
o Borer /g‘(‘é LWL e /‘C‘(/’Q’.—J sl avo o a’._‘,,é/_,
Das letzte Gleichheitszeichen folgt daraus, dass Zustand @ absorbierend ist. Diese A4, :=

Nm>n{Xm = a} sind mit n gegen oo eine aufsteigende Folge von Ereignissen. Das Ereignis
A = Up>1 Nm>n {Xm = a} ist das Ereignis, dass der Prozess in a absorbiert wird. Mit

WTS-Lemma 1.8 kénnen wir folgern, dass
Pi[A] = T}Lngo P;[A,). (6.7)
Von (5.6) haben wir y; > P;[A,]Vn, wir erhalten mit (5.7)

i > Pi[A] = y;.

k___j > Y, e AAZ_//

Wir wollen das eingangs erwéhnte Beispiel mit Hilfe von Satz 5.1 untersuchen: Die Randbe-

dingungen vorerst nicht beachtend, erhalten wir entsprechend (5.1) vorerst die Gleichung
(g:=1-p) @M 7= T pr B Sl 2l sacedinm

5.7 /?;(c/ue‘JM-"- K){.‘-
Bomy => vi=mitam— e
e

Wir wollen Sie noch komplett in die Form (5.1) bringen und formen deshalb um zu:

Y . ly 4
n+2 q n+1 qyn-

Wir haben also k = 2,a; = 1/¢,a2 = —p/q. Fiir (5.2) erhalten wir

1
zz——z+2=0.

q q
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Wir behandeln hier nur den Fall  # 0.5; der Fall p = 0.5 ist als Ubungsaufgabe zu 16sen.

Wegen p + ¢ = 1 erhélt man (m1t Vielfachheiten 1) z; = 1 und 2z = p/q. Aus Satz 5.1 ’}

folgt, dass die allgemeine Losung von der Form

yi = A+ B(p/q)*

ist. Die A, B muss man jetzt mit den Randbedingungen herausfinden: Wegen yo = 1 (a

L
ist gleich 0 in obigem Beispiel) muss gelten A+ B = 1. Des weiteren muss ja y10 = 0 sein.
Damit erhalten wir

(p/q)" —
Yy =1 e 0,1
= 1= oy <0
Dies ist auch die einzige Losung (wegen Satz 5.1); eine Untersuchung der Minimalitat
eriibrigt sich deswegen. \‘

] ,4+¢? A = i/’// Aj 4

(

, e
0 O= /41?/7’)/ ‘= /:-—z?/?/-(’/ hacdie AP 4
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5.3 Erwartete Zeit bis zur Absorption

Satz 5.3 gibt uns eine Antwort auf die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, wo eine
Markov-Kette allenfalls absorbiert wird. Wir wissen aber iiberhaupt nicht, wie lange dies

allenfalls dauern wird. Eine Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 5.4 [Erwartete Zeit bis zur Absorption] Sei I (|I| > 1) absorbierend und
N :=inf{n > 0: X, € I} < oco. Wir schreiben e; := E[N|Xo = k] (< 00). Dann ist der

Vektor e die minimale Lésung von

1. 0<e, < 00VEk
2-eI=0 »

5
3. ex=1+>pre;Vk & 1. 7 m//z Aawer ter® Lo e, ,’)

Beweis von Satz 5.4 Wieder sind Bedingungen 1. und 2. klar. Es bleibt 3. und die

Minimalitdt. Fiir k£ ¢ I haben wir:

€ = E[NlXo = k]

=Y " E[N|X, = k, X1 = j]P[X; = j|Xo = k]
i
=Y E[N|X; = j]P[X; = j|Xo = K]
i
= Y E[N +1]Xo = jIP[X; = j|Xo = k]

rd

T = Z(ej + 1)pk;j }* /! , S

’. J
=14 pije; o gl e
i

L_——‘-- ;:7.694% -:J,,e,'t/l-f//! 4¢p1',///i/§)"’// M/é/'/ %’ﬂé‘“’/- Mﬁf/u oles [(’Aw

Minimalitat: o oy ; . : :

[ el V(J.".J.V/a‘-/f;}'ﬁ-'?‘z'. =g cfoc. =2 )L = 7 f =P _ 7O = ‘7",‘/
C—.:/,’/ o ro, LT

Dies ist keine leere Forderung: ey = 0, e, = 00, Vk ¢ I, ist immer eine Losung!
fecas At d y
Wir miissen hierzu zuerst eine ganze Folge von Vektoren e(™ definieren:

e,(c") = E[min(N, n)|Xo = k], Vk, ¥n > 0.
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Der Vorteil der e(™ ist deren Beschranktheit. Es gilt weiter: 6560) = 0Vk und e(I") =

0Vn. Die e;") sind monoton wachsend in n. Wegen des Monoton-Konvergenzsatzes fiir
Erwartungswerte (WT-Satz 4.7 (Beppo Levi)) gilt:
lim egc") = e < 00. (5.8)
n—oo
e(™ ist (mit einer kleinen Korrektur) auch Losung von Bedingungen 1., 2. und 3: 1. und

2. sind offenbar erfiillt; fiir 3. erhalten wir fiir k ¢ I:

™) = Elmin(N, n + 1)|Xo = K|

= Emin(N,n+1)|Xo 7/k,X1 = j|P[X1 = §|Xo = k]|
J

= ZE[min(N,n +1)| X1 = j]P[X1 = j|Xo = k] (3.)

, = ZE[I + min(N, n)|Xo = j]P[X1 = j|Xo = K]

S
— 1 + Zpkjegn).
J

Skl

Erst nach diesen Vorbereitungen betrachten wir jetzt eine weitere Losung e’ der Be-
dingungen 1., 2. und 3. Wir werden jetzt zeigen, dass e; > egcn) fiir alle k,n. Wegen
(5.8) sind wir dann fertig. Wir nehmen induktiv an, dass fiir alle 0 < r < n immer gilt:
€ > egﬂ). Die Induktionsverankerung ist wegen e}co) = 0Vk vorhanden. Fiir & € I haben
wir wegen (3’.)

e = 14 piye]”
j

<1+ Zpkje;
J

_ek

Der zweitletzte Schritt ist der Induktionsschritt und der letzte Schritt ist, dass e’ selber

eine Losung ist.

O
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Ein paar Beispiele

1. Wenn wir jetzt naiv wieder das gleiche Beispiel wie im Teil 5.2 untersuchen wollen,
erleben wir eine ”bose” Uberraschung (7). Sei dazu nochmals X,, eine Markovkette auf
den Zahlen {0,1,...,9,10}. Es gelte poo = p1o,10 = 1. Fiir i € {1,...,9} gelte: Pii—1 =
p=(1—piit1) € (0,1). Offenbar sind die Zusténde 0 und 10 absorbierend.

p_ F

(o it & 0

Damals fragten wir uns, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, in 0 absorbiert zu werden. Wir
konnten uns jetzt fragen, wie gross die erwartete Zeit ist, in 0 absorbiert zu werden. Mit
I = {0} suchen wir den minimalsten Vektor e, sodass 0 < e, fiir alle k € {0, 1,...,9,10},
eg = 0 und

ex =1 +pek—1+ (1 —plext1 (5.9)
fir 1 <k <9. Es gilt ganz sicher e;g = oo, denn e1g = 1+ e1g hat nur diese nicht-negative

Lésung. Damit miissen alle ey, ez, ..., e9 wegen (5.9) auch co sein.

2. Nach dieser Erfahrung werden wir oben vielleicht I = {0,10} wahlen. In einer

Aufgabe ist der Fall p = 0.5 zu l6sen. Mit Satz 5.2 erhilt man im Fall p # 0.5 die

a— WZ— /Q 6&‘/’;%

e = 2p—k_1 + A+ B(p/(1 —p))*. (5.10)

allgemeine Losung (Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt):

Die Randbedingungen sind hier eq = €19 = 0. Wegen eg = 0 erhalten wir A + B = 0 oder

besser A = —B. Wegen e erhalten wir
0= 2 + A+ B(p/(1 —p))°
- 2p _ 1 p p 9
10

0=g 37 +Bl/A-p)" -1)
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und damit die Losung

ko 10[(p/(1—p))* 1]
-1 (2p-D[(p/Q-p)*°-1] wlos oot yrire 75
Wir finden nur eine Losung, sie ist minimal. / L 0 boolfcn ot

e =

3. Wir werden jetzt in obigem Beispiel den rechten Endpunkt der Kette (10) nach
+00 "schicken”. Wir fragen uns mit 7 = {0} nach der erwarteten Zeit bis zur Absorption
in 0. Mit p = 0.5 haben wir dann eine Hangepartie aus 3.1.1 erledigt: die erwartete Zeit,

. ? 4_’;bis ein Random Walk nach 0 zuriickkehrt, haben wir dann auch gleich berechnet.
e Sei dazu zuerst p > 0.5. Wir kénnen Gleichung (5.10) benutzen. Erstmals werden wir
in der Vorlesung die Minimalitit voll ausnutzen. Da A = —B immer noch gelten muss,

haben wir

ek = o + B/ =) 1)

Da p > 0.5 ist ((p/(1 — p))¥ —1) > 0. B muss damit klein gewéhlt werden. B = 0 liefert
uns die kleinste Losung, ohne Bedingung 1 zu verletzen. Damit gilt im Fall p > 0.5

_ k

T 2p-1 J =T, = =2k

Die erwartete Zeit bis zur Absorption in 0 nimmt also linear zu!

€k

Sei jetzt p < 0.5. Damit driftet der Prozess offensichtlich mit positiver Wahrschein-
lichkeit gegen unendlich. Es gilt e = oo fiir £ > 1. " Dies kann man auch mit Mini-

malitétsiiberlegungen von (5.10) weg herleiten (kleine freiwillige Ubung).

Interessanter ist der Fall p = 0.5. Dies ist ja ein ”abgeschnittener”, symmetrischer
Random Walk. Gemass Satz 4.15 wird man mit Wahrscheinlichkeit 1 in 0 absorbiert. Wie
steht es aber mit der erwarteten Zeit, bis man absorbiert wird? Von Aufgabenblatt 5 her

wissen wir, dass die allgemeine Losung hier von der Form
_ . .9
e, =cio+cr1t —1

ist. Da eg = 0 ist, haben wir sofort e; = c11% — i2. Da e; > 0 erfiillt sein muss, haben
wir zwangsweise e; = oo (¢13 = oo) fiir alle 4 > 1. Mit weniggn Schritten kénnen wir

folgern: Die erwartete Riickkehrzeit eines symmetrisc én Random Walks ist
damit unendlich!

2 4 J,‘(/M’l//f oo _
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