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6 Langzeitverhalten, stationäre Masse

Multiplikation von Rechts!
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6.1 Motivation

Um die nachfolgenden FYagestellungen und Einschränkungen besser verstehen zu kön-

nen, tverden wir eingangs ein paar FYagen anhand von drei Beispielen aufwerfen.

1. In der ersten Situation starten wir in Punkt D. Man überlege sich, mit weichen

Wahrscheinlichkeiten man zum Zeitpunkt 0, L, 2,3, 4, 1"0'000, 1'000'000 etc. in punk-

ten A, B, C oder D sein wird.
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von 3.2.1 her wissen wir, dass man solche Fhagen exakt mit Hilfe von Rechtsmultiptika-

tionen berechnet (wie ist hier der vektor ,\; hat eI zum Zeitpunkt L0'000, L'000'000 noch

Relevanz?):
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Ist D ein "repräsentativer" Startwert? Was wäre repräsentativ?
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2. Betrachten Sie folgende Markovkette. Was lässt sich tiUer p[!) u,rrru*uii"/rz 
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3. Betrachten Sie jetzt diese Markovkette. Wir starten zw Zeit,0 in Punkt A. Wie wird die

Verteilung zum Zeitptttrtrl 19100/000! sein? Halten Sie das für eine befriedigende Aussage?
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Hilfe des Satzes von Perron-Flobenius haben wir in Kapitel 4 Aussagen über das

Langzeitverhalten von Markovketten gemacht. Sie waren ziemlich abschliessend. Welche

Voraussetzungen haben wir dort sinnvollerweise gemacht (wir werden

machen)? * *f*t-{-,/ (V/ z. A?)

" ,L-&=Zn/ (V/ j.+)

t

Betrachten Sie obige Beispiele nochmals unter diesen Aspekten.
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6.2 Langzeitverhalten

Nach unseren Erfahrungen in 6.1" werden wir bis auf weiteres vorerst einmal nur

fordern, dass wir eine einzige, abgeschlossene Klasse haben (die Übergangsmatrix P ist

damit irreduzibel). Periodizität ist also noch erlaubt. Wir fragen uns in 6.2 generell, wie

ofb ein Zustand besucht wird. Unser Untersudhungsobjekt wird also eine relati,ae Htiufigkei,t

zum Beispiel der Art
1n

H*(i) ': ,.1I llxk -- il
k:L

sein (wie ofb kommt die Markov-Kette bis zur Zeitn in Zustand i vorbei). Konvergieren

diese f/*(a)'s mit n --+ oo? Gegen was? Gegen den linken Eigenvektor zu Eigenwert 1 von

Übetgangsmatrix P? Wie steht es hiermit in Beispielen 1.,2. und 3. in 6.1?

.4 !! 9- (la"i fe*/ ,/.2:,c*J
Solche (oder einfachere) Ausdrücke haben wir schori früher benutzt (Münzwurf). Wir

wollen zum Beispiel herausfinden, wie gross die Wahrscheinlichkeit für Kopf ist (sollte

ungefähr 0.5 sein). Intuitiv wird jedeR die Münze möglichst oft werfen und die relative

Häufigkeit von Kopf zählen. Bei 1"00'000 Würfen wird dies vielleicht 49'875 mal Kopf sein.

Mathematisch wird dies folgendermassen formalisiert: Xp : 1 falls Kopf und Xk :0 falls

ZahI im k-ten Wurf. Also haben wir

1
n

(6.1)
n I"*k:t

zu untersuchen (bei obigen Zahlen hätten wir also 0.49875 erhalten). Wichtige Nebenbe-

merkung: Wir fordern (Inabhringigkei,t:cl;rd glei,che Ver-tei.lung der Würfe (keine Abnützung

an der Münze, Windverhältnisse immer gleich etc.)! Wegen des Satzes von Kolmogoroff

w7---r*b,;@u) folgt jetzt, dass (6.1) fast sicher (und in Wahrscheinlichkeit) gegen ,E[X1] kon-

vergiert (also dem Gesetz der grossen Zahlen genügt). Das reicht uns noch nicht ganz: Es i

gilt:

Elxtl: LPIX1: 1l * 0P[X1 - 0] : P[X1 : 1].

Dies ist aber genau die Wahrscheinlichkeit für Kopf.

In-Satrz-*Z müssen
rP*
funabhängigkeit und gleiche Verteilung gegeben sein. Schauen

wir einmal, was alles passieren kann, wenn die Unabhängigkeit aufgegeben wird. In der
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Klasse zu lösen: Suchen Sie ein einfaches Beispiel (nicht rechnen!) von identisch verteil-

ten Zufallsgrössen, welche jedoch nicht unabhängig vort€ilt sind, sodass die Folge dem

Gesetz der grossen Zahlen nicht genügt.

/1_-/ /4/,/-,/ Z" 4 -/o zt,/a-77z & Y1):4/-) /,:",

-(x),-- *,/6 ,,/*-zz- ru?, -fyr:J _ z
/.2 X.:y'

1/4 x-, lai&

A -.Ll/ rT ä"

Das vom Dozenten vorgestellte Beispiel einer nicht mehr vorhandenen Unabhängigkeit

ist zwar sehr extrem. Aber auch bei unseren Markov-Ketten werden wir die Unabhängigkeit

nicht mehr fordern können. W*kann man deshalb in 6.2 normalerweise nicht d,i,rekt,/
anwend.en. L LnT* **b s--€

Definition 6.I [Hn(i), H"(B)J Wir d,efi,ni,eren die relatiuen Hriufigkeiten aon Zustand,

i, bzw. Menge B folgenderrnassen:

H*(i,) ,: *ärlx:,:11 ,

iJ

und

H*(B) :: I Ik:l
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Definition 6.2 lzas,ztjl hn i,st d,i,e "erwar-tete Anzahlin B, beuormanwi,eder i,ni'

uorbeikommt" ; mathemati,sch mit N.is :: 0 :

Ni, :: inf{nr, } L,m ) At,r-rlX*: i}

tst iler Zei,tpunkt d,es r-ten Males, wo n'Lan wied,er i,n i, uorbei,komnzt, r ) L. Dann ilef'ni'eren

w1,r

ziB :: q ll lfx, e B,,n 1lr,tl] (< 
"").nl]-

Klasse. Dann gi,It für Elemente i, und, Mengen B:

H"(B)
E;6 '-+ ziB

Die zii si,nil einfach ha mit A : {i) ei,ne ei,n-elementi,ge Menge.

Die starke Markov-Eigenschaft (vgl. 3.2.6) wird für die zen wichtig sein: Wenn wir (wieder

einmal) in i vorbeikommen, *llhedie Markov-Kette immer wieder den gleichen Gesetzen

gehorchen.

Der Zusammenhang zwischen den zie und den H"(B),H"(i,) kommt in folgendem Satz

zum Ausdruck:

Satz 6.3 [Starker Ergodensatz] Sei, der Zustandsraum ei,ne ei,nzi,ge, rekurrente
fre'4aQac'

3ö '2' ?o.t

fast si,cher u)enn n ---+ @ u -,6 /--4,L 3 2*o- zLfo/*o
*o.. .{ / ,-V, "

Skizze: n. H- b) :-/.y'
u,,4, (;) : {

71 4
*

x

i/,* 4- //,a

>a X'\
Ä\

g

a

/= 77

TL

o

e, t

o ca
n sü. ,a

aa

X
xx4

x99x x
xKx

w

ft,

/,

//;

Yz-

4r

vy'"'
5

x

Z.,z-rrt

rL



Yr * ... *Ynn-
nH"(i,)

, H*(B) W--=:-- --]-- H"(x) - nH"(i,)
Yr + . ..lYnHn

nHn i,)

/i-/rtb-*, L,U E aaL,/

1 ? a. //- ft)z/ift)
ai.4y' -*"*/ri, ,'u,u-
,z-+-"ehtco-./

(*,u ,i,o- --/.,, )

(6.2)

E*o

Beweis von Satz 6.3: Wir definieren (vgl. obige Skizze):

w := \ Ilx* e B,m I N611,

rn:-I

die Anzahl Aufenthalte in B bis zum ersten Wiederbesuch in i

D ,l** e B, Ni1, 1m 114,,r+i],
rnll

die Anzahl Aufenthalte in B nach dem k'ten und bis und mit dem (k + l),ten Aufenthalt

in i.

Wl:: I t I[X^ e B,Nu 1m1n '-Nüt+rf (1ynu^(r,)),
mlt IIO

die Anzahl Aufenthalte in B bis Zeit n, nach dem letzten Aufenthalt in i, welcher noch vor

Zeit n Iiegt.

I

'"# 
: hl* .Yt *''' *YnH^(i)-t + w' 

)'
Damit gilt:

Yk

W
_-I
nH"(i,) I

-1

1. Weil die Klasse rekurrent ist, gilt nH"(i,) --+ oo fast sicher wenn ?? --+ oo (Satz 4.7

b)). Es gibt also eine Ausnahme-Nullmenge ÄI(t) derart, dass für alle r..r e CI\l[(l) gilt:

nH"(i,)(u) ---+ oo als Folge von reellen Zahlen!

2. Des weiteren besteht die Folge der (fr) wegen der starken Markov-Eigenschafb aus iid
Zufallsgrössen.FallsElYt]<oo,könnenwiralsoK,*ndenundfolgern:

' i^.zT--fc.t+ S. 6
Yr+.'.+ -- ElYrl (: zra),

z,qh-/r,h- =- lla/ L,[ a//.1
für k --+ oo fast sicher. Diese Aussage stimmt aber auch (da yr > 0) für den Fall E[Yr] : -
(Aufgabenblatt 6). Damit finden wir eine Ausnahme-Nullmenge l/(2) derart, dass für alle

c,.,' € Q\lf(2) gilt:
yt(w) + .,. +yn(a) __ Elyrl (: ,on),

k

/
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als Folge von reellen Zahlen. Von jetzt an konzentrieren wir uns auf die Menge Ä ::

(O\lf(l))\I\r(2). Wegen 1.. und 2. erhalten wir:

Yr+'..+ -- E[yl]

und
Yr + . ., *YnH.(i)-r Yr + . .. *YnH* *"H\9). ' -+ ElYl.

nH"(i,) L

1

nH"(i,) nH"(i,) - t
Der Ausdruck

W
nH"(i,)

konvergiert in Ä gegen 0. Damit können wir von (6.2) folgern:

!=4

0*zn(liminf ffisümsup +# 1o*z'tn

in,4. Damit gilt auch

fast sicher

Jrf,.-r,- t
H"(B)
H"(i.)

--+ ZiB

tr

F9og
Korollar 6.4 [Quotient-Ergodensatz] Sei, der Zustandsraum e'i,ne ei,nz'ige, releur-

rente Klasse. Dann gilt für Elemente i', j :

H"(i)
ffi'"tt

fast si,cher uennn ---+ oo. Falls zii )0 und zir.)0t so habenwi,r ziizii:1.
L, t ./

,/ ejl1RlL

Beweis von Korollar 6.4: Satz 6.3. z

Bemerkung: Wir werden später sehen, dass in diesem Setting sowieso zii ) 0 wd zi'i ) 0

tr

erfüllt sein wird.
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Aufmerksame Studentlnnen werden festgestellt haben, dass in Satz 6.8 i, e B erlaubt

ist (überprüfen Sie den Beweis von Satz 6.3 auf diesen Punkt hin, falls Sie bis jetzt eine

falsche Vorstellung hatten). Damit können wir folgendes Korollar formulieren:

Korollar 6.5 [Erwartete Rekurrenzzeit von i,] Sei, der Zustandsraum e'ine einzige,

rekurrente Klasse. Dann gilt für jedes Element i, des Zustandsraums:

F{43

fast si,cher, uenn n --+ oo. TrL,; t: EilNn] bezei,chne dabei, di,e ennar-tete

?,.

Beweis von Korollar 6.5: Satz 6.3: wähle B :: Z, damit ist H"(B): 1 für alle rz.

F?z-- *-t ,2*//'1-*.; 7L/a,;/ z :/ ->'n14o.o-/. n
/1 (o/: *Z tfn --.J n o 4- (ä ,.4; -e .1^ 4- :.)

Warnung: Es ist möglich, dass rn2 : oo (Random Walk a:uf V,). Dann konvefgiert H"(i)
gemriss Korollar 6.5 fast sicher gegen 0.

Wir haben uns in 6.L anhand von Beispiel 2 gefragt, ob etwa die pfi) für n --+ oo kon-

vergieren. Dies musste damals schon in dieser naiven Form verworfen werden. Hingegen

gilt

Korollar 6.6 [schwacher Ergodensatz] Sei, der Zustand,sraum eine einz,ige, releur-

H*(i.) -, 
1

' 
1T14

rente Klasse. Dann gilt für i,,k beli,ebi,g:

li off)n L=t

n,!/r' ,/-'- o/4-
"W *,ä,!,F/fc-

-1 ,ä-
z"r-J

.er'..9+

-+
1

lTL6

wenn n ---+ oo, Man beachte, dass k auf der rechten Sei,te nicht mehr uorkommt!

Beweis von Korollar 6.6: Wir haben in Definition 6.2 mit l/zo den Startpunkt der

Markov-Kette jeweils bei z gesetzt und die weiteren lü" als Wi,ed,erbesuche nach Zeit 0

definiert (damit definierten wir dann auch z.i1). Im Beweis von Satz 6.3 ist jedoch gar

nicht benutzt worden, dass die Kette in Punkt z startet. Die Kette kann irgendwo startenl

z.,L/*-z*//
o<'-a

t/,(r=
-

r'l'

ezt ./
O.r'/
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daß "W" wurde ja im Verlauf von n -+ oo sowieso immer unbedeutender. Damit können

wir Satz 6.3 bzw. die bisherigen Korollare benutzen, auch wenn der Sta,rtpunkt jetzt ein

beliebiges k ist.

1rL1nn

: t pff) :: t Eplllx*: zll : Epl(Lln)L tlx*: ill : Ehlm"(d)1.
6 4

'u frl=! '" rn:l m:l

Wegen Korollar 6.5 konvergiert I/r(z) -Llmtfast sicher gegen 0 mit rz + oo. Die I{"(i)-
\f mi sind. zudem für jedes n durch 1 gegen oben beschränkt. Damit kann man den Satz

von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue) anwenden (S'eül=fi8) und folgern:L*r--s>b (
EklH"(i) - 1'lml---+ 0

/4
falls n -r oo
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Einschub I: Was, wenn wir n,icäü eine einzige. abqeschlossene Klasse haben?

Seien K1, Kz,Ks,... die Menge a^ller rekurrenten (abgeschlossenen wegen Satz 4.10 a))

Klassen. Es darf unendlich viele davon haben! Mit der Menge V fassen wir alle vergängli-

chen Klassen zusammen. Diese können auch abgeschlossen sein (Random Walk auf.Z3!).

Wir haben also die folgende Situation: *? ?* 3 ,'. ?-r'

Was lässt sich jetzt über
1

Doff' (6.3)

.)

n

n m:L

aussagen, n --+ x? Wir unterscheiden 4 Fälle:

L04



* k eKi für ein j und i, ( Kiz Dann sind alle pff) :0 und (6.3) ist 0 von Anfang an.

* k e Ki für ein j und i, € Kiz Dann sind wir in der Situation von Korollar 6.6 (wir

können vergessen, dass es noch weitere Klassen gibt, man kommt sowieso nie dorthin,

will auch nicht dorthin (z e K3!)) und es gilt somit

1$-t-r 1

n Lnil

für rz --+ oo.

* k e J/ und i, e Vz Falls k l+ a (möglich, können ja in verschiedenen vergänglichen

Klassen sein), haben wir von Anfang an 0 in (6.3). Sonst haben wir vom Beweis von

Korolla,r 6.6 mit 4 p {11( oo : Xt: i}

*ärW' : E*lH*(i)l
f -n

ny'Q)l,q"lprl.q"lF7f ------2: EnlH"(i)lAlPklAl a Exl

EklH"(i)lAlPr[Ä]

=** EilH,e)W1 6-atA *-/ 
o.--/*r.ä 

/1 1/ */
lz-/ 2azzl) /=8, Yz :i)

-+n
LFu
;r - Fac I

wegen (4.1). Damit konvergiert dieser Ausdruck aber gegen 0 mit n -+ oo.

* k e 7 und i, e Ki für ein j: Wir definieren die Menge Ci::l)n>tlm2n{X* e Ki},

ob die Markov-Kette in Menge K3 absorbiert wird und ap7 ,: hrlCil.Dann gilt:

D off' : EnlH*(i)l
rn:\

: EnlH"(i)lc lPplc il + Ep

: EnlH"(i)lCilo*i.

Wenn wir uns in der Menge C7 befinden, wird die Kette in endlicher Zeit in Kr' ankom-

men. Wir können dann mit denselben Argumenten wie in den Beweisen von Satz 6.3

1
n

,ffiwiu,,
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/ \

und Korollar 6.6 folgern, dass der Ausdruck EklH"(i,)lcj] gegen l,fmakonvergiert für

n --+ oo

Diese 4 Fälle (und streng genommen auch Korollar 6.6) können wir in folgendem Satz

zusammenfassen:

Satz 6.7 [schwacher Ergodensatzl Verallgemeinertl'Der Lirnes uon

für n -- oo eri,stiert immer; und zwar gi,It:

a vergänglich
i, e Ki rekurrent.

Dabei, ist mi,t Ci :: un>: )rnln {X* e Ki} oni ,: PnlCil. api ui,rd, d,abei, mit Hilfe uon

Satz 5.3 berechnet und ist im Fall uon Korollar 6.6 sowi,eso 1.

*i,w'
m=L

1$ ^@)-lo,yy LPr"t : \"rr#
lim

n+oo

" a-./. .-/ä/L:? J
ad

o üarfr ' ",/ ,*ff/tl

4; =4 //d*t/*- d d

6'n?%/.{/
/o, q- -,2c/o1.1"'"./ e (or -l )_

2. F//

,,ru// ob

4 fr"//
Qt/

t
(
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Einschub II: Das " (z;j. rnp)-KalküI"

\lon jetzt an haben wir wieder eine einzige Klasse. Dann kann man einige kleine Formeln

herleiten. Beginnen wir erstmals mit

Lemma 6.8 [erwartete Rekurrenzzeit als Funktion der zi1,] Sei,i ei,n rekurrenter

Zustand. Dann gi,It: =,.,. A.: 2'lu*2,' 
=i) <--/ *Vt &j Tr-e'-/ry,2

lrli:1+ t zik:Dror,
k+i k

mi,t mi:: E,i,lNr.l 1 n und zik :: EtlDnrtIlXn: k,n l lfrr]].

Beweis von Lemma 6.8:

TTL4: Er,lNnl: E,tI lln < ALrll : E,tt Drlx": k,n < lr,rll : 1 * Drur
n)l nll k k+i

Lemma 6.9 [eine einzige Klasse =+ 0 < zai I m] Unter der Annahme e'iner

ei,nz'igien Klasse (rekurcent od,er transi,ent) gi,lt O a zti < oo.

Beweis von Lemma 6.9: Wir zeigen zuerst, dass za5 ) 0

m ) 0,sodass pff) ,0. Wir definieren

Da z <-+ j finden wir ein

--4'fu
ru4

* Ar ,= \Jn>t{Xn: j,tu < Ä4r}

kommt in Zustand j vobeikommt, bevor zum ersten Mai (nach 0) in z

* A1 ;:lJn>,{Xn: j,h S Nrr}

kommt in Zustand j vorbeikommt, bevor zum J-ten Mal (nach 0) in z

t-u4

.42 '/
öu2-

* Bp :: {wl l{n: X*(w) : j,n I Ni1(r)}l : k}

kommt genau k mal in Zustand j vobeikommt, bevor zum ersten Mal (nach 0) in z

Es geiten (At)>t / und At: Ün>tBN. Damit gilt sicher einmal

&]Atl < rPilBLl + 2PilBzl + SPdlh) t . . . : ztj.

Bz --

/r*,

.g_,
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I

Des weiteren haben wir für I ) 2 wegen der FTW:

nlAü: Pr[AlAlnlAt]

+ Pr,lAtlAi n {l/,t < m}lr,f,af n

+ PilAtlÄi n {Itr4, : m}lr,[Af n

: p,lAtl + k[AtlAi.{t/,;, < *

{Nrr < oo}

{/{;r : oo}]

\lPolAin{^Lr<oo}l

Ul

s P,lArl+ klh-tl(r - PiLArl) < P'[Ä'] + Pilh-rl.

Wir beginnen einen Widerspruchsansatz: Wenn &]Al: 0 dann haben wir Pa[,41] <

PtlAt-l für alle I > 2 und damit Pe.lAl:0 für alle I > 1. Andererseits haben wir auch

&,1A,*): PtlUn>t{Xn: j,n 1^L-}] 2 PiX,,: il: nli) > O.

Widerspruch! Also muss 0 < klAtl I zy gelten.

Wir müssen noch zeigen, dass diese zai 1cr. Seien dazu zuerst i,, j vergänglich. Dann gilt:

jtl 1+ Fii {oo :.4 4st ../za5 <L+EjlDrlx" L-FiinlL
a:qe-sl aate j. /

Seien jetzt i,,j rekurrent: Von Korollar 6.4 her wissen wir,

zii ) 0 sind, folgt daraus die Behauptung.

Warnung: Man darf in Lemma 6.9 j nicht einfach durch eine mehrelementige Menge B

ersetzen! Weshalb nicht? 1=B z= Afrz 4 Z; 1..,A*- ,L F/./. ,"t ä'l /)
(*&- ,z* kur'd./.Z, =oz: z=_o :--/)
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Wir wollen kompakt nochmals die bisherigen Rechenregein im Rahmen des "(zii,mp)-

KalküIs" zusammenfassen und einige weitere angeben. Als einzige Voraussetzung fordern

wir immer und zuerst ausschliesslich (vergänglich erlaubt):

eine einzige Klasse:

1". von Lemma 6.9

01zii( m

für alle i, j

Von jetzt an fordern wir
r o'l t

eine einzige, rekumente Klasse:

2. Dann erhalten wir zusätzlich zu obigem Resultat

+-**ziizii: L.

3. Des weiteren haben wir sofort auch (Satz-&3)
,//r*r/*. o,, &

zijzjtr : zi,k

frtr alle i,, j,k

n'La
TfLi: 

-Zai

o.s

ag

7;n''fi, *4
4. Fixieren wir einen Zustand a. Es gilt dann zi,izia : zia und damit

_ _Zio _zojti,j- Z jo Zai,

z1: t

<z ,./ j

(6.4)

5. Aus (6.4) durch Summation über alle j, mit Hilfe von Lemma 6.8 (zü: 11

i*,"//r-^/r,2
und damit auch zoi: fiLolrmt. Vektoriell können wir das folgendermassen schreiben:

111
Zalt Zo,2t ZaZt . . , ,, , rna

rn1 1TL2 TrL3

Mit Hilfe von Referenzpunkten (hier a) kann man offenbar kompakte Aussagen machen

tz über stationäre Masse (Satz 6.10) wichtig sein
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6.3 Stationäre Masse

In diesem Teil werden wir die Verbindung zu den Übergangsmatrizen und den linken

Eigenvektoren zu Eigenwert L schaffen. Es gilt vorerst mal folgender Satz:

Satz 6.10 [Hauptsatz über stationäre Masse] Sei, a ein fester Referenzpunlct i,m

Zustandsraum. Die Markou-Kette bewege si,ch auf ei,ner ei,nzi,gen, abgeschlossenen Klasse.

I. Dann eri,stieri immer ei,ne mi,ni,male Lösung der (Un-) Glei,chungen

i,) ro:1

i,i,) (rtP)p: rp, für k # a

i,ä) np ) 0, für alle k

iu) (rtP)o < ro.

,..k/n-, &/A /V
Die Lösung i,st nf,: t und, rf, :: zo4 für i, I a.

IL Des weiteren gi,lt für diese mi,nimale Lösung r*
Y-:{o7'*24

t-*to\ - Ei I ir[:L wenn vergänglich (k Fe aro*"fu("=/)ll-'")" ; tL" \: nl: t wenn rekirrent. (6.5)
Z4( Ze/t'&' /

III. Wenn Foo : 1. (Releurrenz), i,st d,ie mi,ni,male Lösung n* di,e einzige Lösung des Systems

na : Lt frn ) 0 für alle k und (*'p)* I 16, für aIIe k.

IV. Im FaII aon Rekurrenz nennen wir jed,e Lösung F ) 0, l.L * 0 uon p,tP : p,t e,in

stati,ontires Mass (Gleichgewi,chtsmass); es gi,lt dann

/
(

ir".r"J,/td *,|/
:,r'a-S *. a.1n^//4/ u4

und, p,i > 0 für jedes i,.

- _l.Lj
-1,1 -" ltt

zE ruf *uz z. )2,*-*4.1J

loe
:l'u -'4r"4

Beweis von Satz 6.10: Die 4 Aussagen werden in 4 Punkten bewiesen. Der Beweis ist

lehrreich und sollte auf jeden Fall durchgearbeitet werden.
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I. Existenz der minimalen Lösune

Mit unserer Wahl ütr : L und r| i: zad trx i, I a sind Bedingungen i) und iii) bereits

erfüllt. Wir untersuchen Forderung ii): Es gilt erstmals

za1 i: O ll l[xn:t,n 1ru,tl] : I-n)l n)t
PolXn:'i,n < Atrl'

Für ii) erhaJten wir damit

Forderung iv):

((*.)' P)n : pak+ t zajpjk

: pak+ t LrÄ*": i,rr < Not)pin

i*a

j*an)I

n2l
) -.44Mfifrth\': Pak+ t PolXn+t: k,n+ r < lror]

: Patc + t Polxn: k,n < ALr]
n22

PolXn: k,n S 
^äri

((r*)tP)*: Paa+ L zajPja

i*a

j*an)t
FLAA

: paa+ D Drrlr" = j,rr S Norlpio

t
n)7

Zak

- el4

1

U t :-/ <a> /"*..-"n,i z ,n,/-"& *-./n

tz-Z € 
-//-3 -//-l

-d/
ni
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Bleibt die Minimalität:

Sei dazu y eine Lösung von A 2 O,Ut P 3 Ut ,Ao : 1. Man beachte, dass dieses g weniger

Anforderungen erfüllen muss; es gibt also mehr Konkurrenten; trotzdem bleibt unser r*
minimal in jeder Komponente (wir werden das im 3. Punkt des Beweises benutzen). Wir
zeigen also durch Induktion

aln*.

Induktionshypothese (Schritt rn) sei dabei für i,I a (bei i : o ist nichts zu beweisen)

') yu >D Polxn : 'i,n < 
^Lr]

NL

n:L

m

n:l
mlI

n)2

\Man beachte, dass gilt:

Induktionsschritt:

ys

nf, :: zoi i: Eolt tt"" :,i,n < lrrtl]
n:-L

: I Polxn: i,n < ALr] , v/r .y'43 
"

nlI

un >lunr*t
k

n1,

)- Por. * t t Polxn : k, n 3 NolPnt,
klan:\

: Fai*DP"lX**!: i,fr+ f < ALr] "i P'"42a)
#Ml,{üj t,

-_J : Pat * D PrlX, : i,n< lfrr]

m*I

n:L

Die Induktionsvera^nkerung ist:

: t Polxn:'i,n<lr"r].

At > PolXt : i,,L I NotT: Po1

a'> a'P

LL2

Dies ist aber sicher wegen

(6.6)



o,

Poi

k4-

f &"1

erfüllt, denn der Summand pro t orrJ*t als yopoi : Lpo,i, auf der rechten Seite von (6.6)

unter lauter nicht-negativen Summanden vor.

Weil

,@g

Jg I Polxn:'i,n s lr'r] : zai,: nf,

n:l

sind wir mit der Minimalität fertig.

II. (r*tP)" : F,,

Dies wurde bei der Überprüfung von Forderung iv) in Teil 1 schon erledigt

III. Einzige Lösune von schwächeren Bedineunsen bei Rekurrenz

Wenn Faa: L (Rekurrenz), so erfüllt unsere minimale Lösung r* exakt (r*)'P: (n*)'

mit Gleichheit in allen (Un-)Gleichungen. Es ist nun überraschend, dass aus U I Ua :
L,U ) O,UIP 3yt folgt: A: r*. Dies wird folgendermassen bewiesen: erstmals gilt in

allen Komponenten:

g' >_y'P > u'Pz > a'P3 >a'P4 ...> atP* @
für alle m) 0. Dies gilt auch für Komponente a. Wir haben nä:L - go. Weiter haben

wir, da z* in allen Komponenten minimal ist, ,-f-\""""'>@ *47,7ZZ
e a'P* > (**)'P*. (6.7)

n1,

(,-)

*r

Dies muss auch für die a-Komponente gelten. Die a-Komponente der rechten Seite von

(6.7) ist aber 1. Damit ist für alle m ) 0 auch die a-Komponente der linken Seite von (6.7)

L. Weiter haben wir in allen Komponenten U ) r* wegen der Minimalität. Die Matrix P

hat zudem lauter nichtnegative Einträge. Daraus folgt jetzt aber r[ : yp fijr alle k, sodass

p*) ,0:'Da la <..+ r-für alle k, finde ich immer so ein m:m(k),sodass ntr:Ax für alle

k gelten muss. 1/.,u
Vo >- *2. u4

\/_r

7 4

la* *4-4

z /o r4[^L-r-r*
t-/,/

zEI;f):4=i,
ve

7

*
U,K

Vt z /€/"
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IV. Stationäre Masse

Im FaJI von Rekurrenz ist die minimale Lösung ja die einzige Lösung, welche obige Bedin-

gungen inklusive frä: L erfüllt. Wenn wir eine Lösung p yon k )_ 0, p,+ 0 :und p,tp : tr1,t

haben, so muss dieses p deshalb bis auf eine Konstante (lt") gleich r* sein:

#:"; [*;l nr 4)
für alle z. Damit gilt aber

ltt ) 0 folgt aus zii ) 0 für alle z, j.

Satz 6.10 ist selber sehr komplex. Die direkter anwendbaren Korollare werden nachfolgend

entwickelt. Wir wollen vorher noch übungshalber den Random Walk auf den natürlichen

ZahLennochmals auf Rekurrenz untersuchen (vgl. Aufgabenblatt), aber jetzt mit Hilfe von

Satz 6.L0. Sei dazup € (0,0.5), p *q: L und pi,i-t: q: L-pt,t+r wenn,i ) L und

Poo: Q: t - ?or. Wir haben also folgendes Bild:

pj
ltt

Li- .r\
lta _*J _PaJ _o.-
Iti - -* o -PxJ
Fa *i Pax

z \----? 
3 * _s

1 P r r
Wir wählen ietzt a: 0 (wir sind hier frei, weil Rekurrenz eine Klasseneigenschaft ist). Wir

wissen von 5.2, dass die allgemeine Lösung dieses Rekurrenzgleichungssystems für Punkt

ii) von Satz 6.1-0 folgende Lösung hat für k > 1 2,p E,/ a-aqa/a'"*/// t/&
b Jrl- --.L* /'/Z *-,41./'1*& /

nk: A+ B(plük

Von Punkt i) in Satz 6.10 brauchen wir no: L. Daraus folgt 1 : A+B.Im Fallp € (0,0.5)

erhalten wir die minimale Lösung aus Satz 5.1 durch die Wahl B : L. AIso gilt:

nn: (p/q)k

TL4



Dies ist bis auf eine Konstante das stationäre Mass (Gleichgewichtsverteilung) in diesem

Beispiel. Da wir eine Drift nach links (zu Null) haben, ist es eine schöne, geometrisch

fallende Folge. Wir wollen jetzt noch mit Satz 6.10 die Rekurrenz untersuchen. Wegen

(6.5) müssen wlr

Foo : (r'P)o: q+ nt: t

untersuchen; wir haben also (keine Überraschung) auch so bewiesen Rekurrenz.

In Satz 6.10 ist nicht vorausgesetzt, dass die Klasse rekurrent ist. Wir wollen in

folgendem Korollar diesen Fall herausgreifen. Dabei kann der Zustandsraum entweder nur

aus einer rekurrenten Klasse bestehen oder eine rekurrente Klasse besitzen (Bsp. 3 in 6.1),

neben anderen Klassen.

Korollar 6.11 [Rekurrente Klasse (ausschliesslich oder u.a.)l Sei' C ei,ne rekur-

rente Klasse (also abgeschlossen uegen Satz 1.10 a)). Sei, Pc d,er C x C-Tei,t der Matri'r

P, wobei, Xs € C. Sei wei,ter p,> 0 ei,ne Lösung d,er Gleichungen p,tPc : p,t + 0. Dann

si,ItfürkeC
trLlr:Diec tti < a

ltn
_ --4

{'',-p lryt ,i / J F/b^,/

Beweis von Korollar 6.11: Von Lemma 6.8 haben wir

TTLIx: L +\zni.
i+k

Dabei gilt für k e C und i (. C: zpi: 0. Von Satz 6.1"0 haben wir

Ztnj

Daraus folgt die Behauptung.

Bis jetzt haben wir erst Rekurrenz und TYansienz unterschieden. Intuitiv gibt es aber einen

Unterschied, ob wir eiten zwar rekurrenten, symmetrischen Ra.ndom Wa,lk auf Z haben
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4 "u../ ..J 4/*1/.-/y'-,4rn44./ "A ,ft,., -"0/ ^v -"1 .z-//--./ Z:(,/ rl
-Z/L',/**,t1an ",/

t"-J/
a-//J ='L*Z,l

z. ,, "47-/-4-tZ 
o,

1.'-L- 
",.,*../,1.

P.s.a/ =f.'/

/

t-e4**-/
oder eine rekurrente Kette z.B. auf endlichem Zustandsraum:

ist im ersten Fall unendlich, im zweiten Fall endlich . ät' -& * /-*"./'-./.2 Osrr;)

Korollar 6.12 [Null- & Positiv-Rekurrent] Sei, C eine rekurrente Klasse. Dann

gi,It mit der Notati,on aon Korollar 6.11

entweder

Ipr: *;
jec

d,araus folgt dann rnk: oo für alle k e C, di,e Klasse hei,sst dann Null-Rekurrent;

oder
\-LPi <n;
j€c

daraus folgt dann mp <-cni
1 

- Fk -'n
rmk Drr" lrj ' "

für alle k e C, di,e Klasse hei,sst dann Posi,ti,a-Rekurrent. Wir haben dann auch
6': 6

fiu
f i v.)
7,t>

1

---.^krmk

für l,k e C beliebig und es gi,It:
t@r-u.//-s-,1-

Itt:t'
keC C-=1.-., l4t'2,'l

Beweis von Korollar 6.12: Folgt sofort aus Korollar 6.6, Satz 6.10 und Korollar 6.11

L. Aus Korollar 6.12 folgt, dass positiv- bzw. null-Rekurrenz eine Klasseneigenschaft ist.

Warum? &" l1/*-.= Z //

,, ,, "a
2. Man wird bei positiver Rekurrenz die Normierung bei einem stationären Mass vorteil-

hafberweise derart wählen, dass der gesamte Vektor auf 1 summiert, mithin eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung ist (ev. die Limes-Verteilung (vgl. Satz 6.14))

,lg*irtti':r
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Einer der hilfreichsten (und überraschendsten) Sätze ist

Satz 6.13 [Summierbares Mass] Sei, C ei,ne abgeschlossene Klasse. Sei' p' > 0,, t, *
0 ei,ne Lösung der Glei,chungen

Lf Pc : l't''

sodass Drr" pj < @. Dann i,st C positi,a rekuffent und somi,t gi'lt für alle k e C

1 l-tt,

rmk Di.c tti

Bemerkung: Im GegensatzzrKorollar 6.12 fordern wir hier ni,chtvon Anfang an Rekurrenz

- im Gegenteil: wir können hiermit einfach (sogar positive) Rekurrenz nachweisen.

zE p.--/// ;.-z,r*':(-r)o /oy'r*f=/e LZ-/, 1* ':7o-. ^1oo**l
Beweis von Satz 6.13: 1. Da p * 0 gibt es einen (Referenz-) Punkt a derart, dass

Fa ) 0. Wir definieren jetzt

Damit erfüllt g die Bedingungen i) bis iv) von Satz 6.10 und ist damit grösser gleich die

mini,male Lösung (z o,,) oez. Wir haben insbesondere

&uroo
Fa

Dt"u: I\n"1tyx":,i,n < 
^ärll

ltj
Fa

2.

:IE"lrln<^ärll
i n)L

n)L

n2L

:Dpoln!Nol

: t polNorZd
n)l

: EolNotl: mo

LL7



3. Damit haben wir "-.,* O "./ o4&b
A 2. E:*orru.g/

2.44/e na7/,U'o

.rA )

rna:!]ronst&a*
7 7F"

Wenn 1116 : E"lN"tl ( oo, dann auch P"[Nrl : oo] : 0 und damit Faa :1; also rekurrent

und auch positiv rekurrent wegen Korollar 6.11 und 6.L2. e

n
In Korollar 6.12 haben wir

r\(i\1
hm j) p;; _ 

- 
::1rk

n+@ n 7:r"" rmk

gehabt. Wegen der nicht ausgeschlossenen Periodizität (Bsp 2 in 6.1) haben wir bis jetzt

nie das heiss ersehnte Resultat

nff) 'ni
erhalten, wo dieses z- ein linker Eigenvektor von P zum Eigenwert l- sein soll. Dies wird

zum Schluss von Kapitel 6 jetzt erreicht. Satz 6.14 sagt aus, dass man (unter Bedingungen)

im Limes unabhängig vom Startwert in einer (Gleichgewichts-) Verteilung derart ist, dass

ein weiterer Schritt

rtP:rtP2:TtPn:Tt

den Vektor stabil ldsst, stationär oder eben im Gleichgewicht. In Kapitel4 haben wir unter

Verwendung des Satzes 4.14.von Perron-Fbobenius den Fall des endlichen Zustandsraun'Les

ziemlich abschliessend behandelt. Nun haben wir den allgemeinen Fall erreicht.

Satz 6.L4 lpff' - Til vorr W. Döblinl Sei, X eine Marleou-Kette mit P im'ed,uzi,bel

(ei,ne einzi,ge Klasse) und aperiodisch und posi,ti,u rekurrent ptr : r > 0,rtP : rt,DjT j :
I). Dann gi,lt:

nll -' "t
uenn n -- x für aile i,, j.

Beweis von Satz 6.14: In Anbetracht der besprochenen Beispiele und bisherigen Theorie

ist das Resultat einleuchtend. Wir verzichten deshalb auf den Beweis. Er befindet sich

e.6k
TJ
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z.B. in Grimmett & Stirzaker, "Probability and Random Processes", Kapitel6.4; Theorem

(17).

n

W. Döblin war der Sohn des Schrifbstellers Alfred Döblin (1878-1957, "Berlin Alexander-

platz").

Nach dieser Fülle von verschiedenen Sätzen, Lemmatas und Korollaren wollen wir noch

die verwendeten Terme und Situationen ordnen.

Ordnune in Kapitel 6

Wir haben in 6.1, mit Beispiel2 und 3 und mit dem Random Walk auf Zdrei hervorragende

Beispiele, anhand derer das gesamte Kapitel 6 entwickelt und danach memoriert werden

kann. Zahlreiche Sätze, Ftagestellungen und Situationen müssen dabei voneinander unter-

schieden werden. Die ersten "Checks", welche gemacht werden müssen, sind die folgenden

drei:

x Habe ich eine einzige Klasse (algebraische Struktur)? (sonst mit Satz 5.3 zuerst

Tbeffwahrscheinlichkeiten und mit Satz 5.4 erwartete Zeit bis zur Absorption berechnen,

oder nur Safr,z 6.7 anwenden)

* Habe ich

6.14)

pneriodizität ? (die meisten Aussagen stimmen immer noch ausser Satz

* Habe ich Tlansienz oder (Null-/Positive-) Rekurcenz? (entweder Ad hoc bestimmen

oder Satz 6.10 oder Satz 6.13)

Wir sind im Verlauf dieses Kapitels u.a. folgenden Ausdrücken begegnet, welche alle "ir-

gendwie zusammenhängen" (siehe jeweilige Sätze, Korollare und Lemmatas weiter oben).

Man kann sie in vier Gruppen einteilen:

/
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H"(i.) (6.8)

(6.e)TTL,i

o*', *2rtl (6.10)

zair lf,i,t rf,, h (6.11)

L. Zwischen (6.8) und (6.9) ist erstmals deshalb eine Ttennlinie zu ziehen, weil wir in
(6.8) eine zufäillige Grösse haben und danach nur noch deterministische Grössen.

2. (6.9) ist deshalb von allen anderen Termen zu unterscheiden, weil er umgekehrt propor-

tional zu allen anderen Ausdrücken steht: siehe dazu z.B. Korollar 6.5, 6.6, Satz 6.7 und

weitere.

3. In (6.10) sind eng miteinander verwandte Ausdrücke aufgeführt: pfr) i"t unser am

einfachsten interpretierbares Untersuchungsobjekt. Es gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass

wir bei Start in k,inn Schritten in Zustand i sind. Satz6.14 verbindet diesen Ausdruck

mit den linken Eigenvektoren zu Eigenwert L unter gewissen Bedingungen. Insbesondere

die Periodizität (vgl. Beispiel 2 in Kapitel 6.1-) erlaubt uns aber leider eventuell nur die

Betrachtung des " Verlegenheitsausdrucks"

4. Die Ausdrücke in (6.11) unterscheiden sich allenfalls nur noch durch Konstanten, wobei

sa$äI za4: rä und zr auf L summiert'

*fi,n
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