
Wahrsche inlichke it st heor ie

Dr. C.J. Luchsinger

1 Wahrscheinlichkeit

1,.L Zufallsexp eriment, Ereignisraum, Ereignisse

Um Zufallsexperimente zu modellieren, in der Sprache der Mathematik zu beschreiben,

führen wir folgende Objekte ein: f,); mathematisch ist dies einfach eine nichtleere Menge.

Sie steht (aus Modellierungssicht) für die Menge der Versuchsausgänge; wir nennen sie

auch Ereignisraum [engl Sample Space]. Es findet jeweils in einem Experiment genau ein

sogenanntes Elementarereignis statt [engl (elementary) Outcome],2.8. t,lr € f,) oder r^.'2 e f,]

etc. Ereignisse [engl Events] sind spezielle Teilmengen von f,] (Vorsicht: nicht i,rgend,ei,ne

Teilmenge; wir müssen dem Ereignis auch eine Wahrscheinlichkeit zuordnen können - siehe

später).

Die meisten Ereignisräume sind aus einer der folgenden Liste (wird in der Vorlesung aus-

gefüllt):

2) Abzählbare Mengen: o hg 4G *"&* +gt : -sz :/qqr...J ,,1
4*Jl,tz,:,*//._ /{, -1ä&, -_sz : /q f ", - 5(zra"rl"-'!- 4,afui 4-(/,)./- ./-s)

" /..*/ ; *A /tä4 *,6 (? ) u"-r *är* LJ,._ - ä"n _r./**/a
*u.4 ,.,!f/r/ __L./
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3) R' und IR+ :: [0,oo): o--9L: /R / /L/*-4/L 1o.."/ 4,L, /*'^u -L-"rä- -&"o -_s-l-**L
a."*-A-u.&e)

o .52 : f", *) // &,1 6,G -y'$* *-#Zl'
" :2: f", e aJ /"--/ ,L---/ /a', bL Z.T ue,& /l'r

4) Endliche kartesische Produkte (Replika):

. h*24/* .t/aaz-oy' JZo: [o, rJ ; )L : JZon, , ouo

t>! -h =(-a,r,-y *-) : zai .-rz- /r.'j
o *./ -sz. = /- 4 zJ (nW)
o ao./ -9o : /lf (?-.y'r*rL_*_f,o)

' u z4 "-7>f.Z i Lq. Z-f..V .Z-,,-Ä- F*f-l*-,b--=

5) Unendliche kartesische Produkte (Replika):
o -J2- ? --sz^.'v :/r*, -/tuot-^/.- - 8; =g ou*./Pu/ .i tz? ./-s

L-)
6) Funktionen:

X*/,-.)

Y4

'.-,)

I
a

" 7U -ä* fr*/4L.*, .-SL: cforTJ
o f/r/-4 g 9/ A-/.,..-,A

"-o/' s4.1*4LA-- ?".-a--z -- u/V ls Z u? -r-P (aZ-4,nus,4eo. U89

T

/J6ä_*/Z-fin _sz,

-4{/,31*/
Ik

y',t^./

+g/"ä (a-76/L)n-luo

/UC /./p

8,e,4
"g

o a* tuq.Ao 4)- d -/2,- */fr/ /@. ,".14//peo-



Wir wenden uns jetzt den Ereignissen zu, also speziellen Teilmengen von f,l. Wir wollen

ab 1.3 diesen Ereignissen auch eine Wahrscheinlichkeit zuordnen.

Nebenbemerkung: Wir müssen uns in einer Mathematikvorlesung mit der Fbage auseinan-

dersetzen, welche Verknüpfungsoperationen mit Mengen zugelassen sein sollen. Wenn wir

hier nicht vorsichtig sind, können üble Sachen passieren; mehr dazu am Schluss dieses

Kapitels. Wenn Sie jemals Serviceveranstaltungen für andere Studiengänge halten (v.a.

Bioiogie, Medizin, Geographie, Psychologie, Soziologie), sollten Sie diese Diskussion nach

Möglichkeit vermeiden; in den Ingenieurwissenschaften, Physik und quantitative Finance

kann es notwendig sein, dass Sie dies kurz besprechen.

Da Sie bereits eine einführende Veranstaltung in diesem Gebiet gehört haben, können wir

uns die elementaren \Ierknüpfungsoperationen wie At-l B und AU B sparen und gleich zu

den verbleibenden, für uns neuen Verknüpfungen schreiten, welche wir später da und dort

benötigen:

I) ALB :: (Ä\B) U (B\Ä) ist die sogenannte symmetrische Differenz; ein elementares

Ereignis soll dabei in Ä oder B sein, nicht aber in beiden.

2) Studentlnnen, weiche bereits die Vorlesung angewandte Stochastik besucht haben, ken-

nen die folgenden beiden Mengen:

/'r*/z- n / 
=!g,Vo" 

/-Ia*-

oo oo

limsup An:: l^l U a" @ (, o, /,:" )
TL

.,r k:l n:k
(___

oo oo
und

riminf A,, ,: [J ) o. @k:I n:k

Wir müssen uns darüber unterhalten, was diese Gebiide denn sind

/. /1, = * //L "/h . /* hL E-L)

q4"(,,q-4 n(,,9,/,\ n

(*e nru t,*n/ 7*)r ql.-loä , 4,:/y, ="1)



/L /L. _{zzzt /** 4*/"2 -7; F /

ö /i (./4ae

/4*F o.

=k
(..-,,.r r{u* /*u.J) J ,i-,.-- 1;/1./-*-.

L - ), ".o-y'
t<aa-Äu 4*^/

h--c

hie

du..: /--t)'Lr* *)

,/t4/ *, " * lL [qn"/*r, J) //

fr44

6

e dh 
-:7 

a €) .ä,-f*- :./L,Q/.r- =.ao lL-nr *- , /l:V:- /:*:*_ 6-/ /)' /on'V y'-..,/z/LL- go*n l/.-.4tr4, :;- ,aq,? n,L4 u-..(r, o / ,/,1*2,,
Lg-rL /G -_ru./* ,/-_"-_)

+,/L-,-f q- : /L,7*- E, - ,/L o- j .L ,LA-o..äo ,*,L/L{/
&, -1

/*rU t&u-

o ,l uü5; &/L 4 -z
v1'4 g, \

a -S-7czv2L4/ uou p. 4-

L,6 62.- ,Lb?p.-ä/*? An /..1,<_

.ä/tJ.-- /,:,1L4:/_rt
.to4I.L-* A,:/!- ?. - fl&o
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Wir defini,eren, daßs eine Folge von Ereignissen Ä1, A2,... gegen Ä konvergiert, notiert als

lim An : A,
fL

Z.-/""{r26./e./L4;a
wenn limsup, An : Iiminf,-A'- A. Sie zelgen in den Ubungen, dass monotone Folgen

von Mengen in diesem obigen Sinne konvergieren (wogegen?).

p/
Wir fassen die mengentheoretischen Ausdrücke und ihre Bedeutung für die Wahrschein-

lichkeitstheorie in folgender Tabelle zusammen:

Symbol Mengentheorie / Bedeutung für die WT
,t

f,

u)

A

Menge / Ereignisraum, Menge der Versuchsausgänge

Eiement von f,) / Elementarereignis, Versuchsausgang

Teilmenge von f,) / Ereignis; falls u € A, sagt man, dass das Ereignis A

eingetreten ist

Komplement von A I kein Elementarereignis aus Ä findet statt

Schnittmenge von A und B f ein Elementarereignis aus Ä und B findet statt

Vereinigung von Ä und B f ein Elementarereignis aus Ä oder B findet statt

A ohne B f ein Elementarereignis aus A tritt ein, aber nicht aus B

Ä ist Teilmenge von B / Wenn ein Elementarereignis aus A stattfindet, dann

immer auch ein Elementarereignis aus B

0L, UL* A. f Ereignis, bestehend im Eintreten von unendiich vielen der

Ereignisse Ar.,42...

UL, OL* A* f F;reignis, bestehend im Eintreten aller Ereignisse 41, A2...,

mit eventueller Ausnahme einer endlichen Anzahl

leere Menge / unmögliches Ereignis

gatze Menge / sicheres Ereignis (etwas muss passieren)

Ac

A.B
AUB

A\B

Ac B

, .-r) limsupr, Är,

Iiminf.n An

In der Literatur trifft man häufig folgende Notationen noch an: U für disjunkte Vereinigung,

AB fur die Schnittmenge, A + B bzw fo A,i fiJ.r disjunkte Vereinigungen.

ö

fl

4



/*/,/.'4-
Manchmal erlebt man den Umgang mit Funktionen als den mit Mengen. Weil wir

Gott sei Dank eine 1 ztt I Beziehung zwischen Mengen und herstellen können,

dürfen wir vieles auf der Ebene von F\rnktionen erledigen statt auf der Ebene von Mengen.

Die 1 nt l Beziehung ist denn einfach die Indikatorfunktion einer Menge:

La(w):: {
1 fallsw€A
0 falls u) ( A

Wir wollen diese F\rnktion erstmal ein bisschen kennenlernen; in der Klasse: welche der

folgenden Ausdrücke sind gleich?

LAup,1a", min{1 a,Lp},LAnB,tAne,L - L,q.,max{la, Lp},I,aLs,lle - 1-nl

öE-A- et".#a L e*o/^ *u./*

* 4,u-aa{ /ou, Z*I

-y'o," : n,L/a14, 2"3y'* y'"

- y'r' : /-r- /r4

-4o"- /40 _/n /
A-. 4. /, 6"-är*--*,Fd --'Z/""r4& l, -f

V6u tz. (4
- € t;7/A

Uberlegen Sie sich jetzt, dass 0 0v

@ lim An: !
n+cJo

genau dann wenn punktweise gilt

@ ]!1*Lo-(r) : Le(a).
ZZr*/ /L,

"<84,.',4^

,lo-a

@*6)t /i ,:/ t 4q,/z
*La 2t"@

@:-/
/tauVt +

//

/k*, y'i, e G\ , ,/^ /L,+/-/,/"-p l/-,

J /L :,& /L+ &.t;,y'E -,1"1f A/./

y'rt./ 
4 -lL'// /QtL--*r/A* y'r,L."u, 

.4- + ./,;-,r4:tL,74

@o@,



/'\

7< 4 4--A*V/p {

Z'- /."fu = 
,-on -Q Jl *---t;J.* * (=) (/A- ,-o,

Z*-*'Vr"b b-- th/.*) e*4 "ß
7tz € s-(a
4 f-- H *,* az € u fn -(z) €L/ Cru;a-/

,ta-/:.6äre// L-? o7 %*/A/, nz,*Q ?(sz) /Ä,G/: -.-4*/.4
Z €. +(-sL)

A'

6,/,/* ä* 7,../-=(-/l --VrH *r.6ä- *- *Abf, Z
Z ,A Z*i*44k^
,"a*Z/ + 7€ ....

(>'-

-Cbt."Lü
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1.2 Spezielle Mengen von Mengen (o-Algebra, Dynkin- und z'-Systeme)

L.z.L o-Algebren

Wir wollen den Ereignissen (2.8. Ä aus f,)) später eine Wahrscheinlichkeit (P[Ä]) zuordnen.

Wenn wir mehrere Ereignisse vorgegeben haben, wollen wir auch die Wahrscheinlichkeiten

von deren Vereinigungen, Durchschnitten oder Komplementen angeben können. An die

Menge der Teilmengen von f), welche wir untersuchen, stellen wir also ein paar wenige

Bedingungen:

Definition 1.1 [a-Algebra] Ei,n Tei,lmengensystem A uon Q hei,sst o-Algebra, wenn

folgende 3 Bedi,ngungen effillt si,nd:

a)AeA

b) AeA+ A'eA

c) At,A2,...e A+UnslAne A.

1. Wieso muss @ immer in einer o-Algebra enthalten sein?

uq*- *) e/-) -' y': a'

2. Welches ist die kleinste o-Algebra überhaupt?

u4 -- tZ, -rz1

Wieso muss mit Ä und B immer auch Ä CtB in einer o-Algebra enthalten sein?

/ €-4 q .4'eJ
.-4nK:(/'uß)' e, .p.4 €E?(€_J.

-,4ia(€/ :/.ug. €-/ -"ey'.oa/'.i
Welches ist die kleinste o-Algebra, welche Ereignis A enthält (von A erzergte o-

Algebra)? ,1- f4 -o,1-/'J
6

o"(d: i/ö,,, Z *--r'/L/-,/ **,A1*-**t

q
J.

4.

62,z4fiz Z ,e-l Z-/"aVe"fA"*, ko e -tZ ,4?



Falls lf,2l : r,L I oo, so hat die Potenzmenge von 0 bekanntlich Kardinalität 2n, ist aiso

wiederum endlich. Man kann also im Fall lf)l : TL l oo einfach als "4 die Potenzmenge

von fl wählen und muss sich dann nicht mehr sorgen, dass man allenfalls eine Menge

untersucht, die gar nicht mehr in der a-Algebra drin ist.

Nebenbemer naive Wunsch, im Fall f) iR als o- die Potenz-

menge R zu nehmen, ist zwar verständlich, führt aber zu unerwünschten Resul-

taten. Wir werden am Ende dieses Kapitels diesen Punkt kurz diskutieren (Satz I.30

von Banach und Kuratowski). Wenn Sie also jemals in Service-Veranstaltungen Nicht-

Mathematiker/innen unterrichten, sind Sie realistischerweise gezwungen, bei der Einfüh-

rung normalverteilter Zufallsgrössen zu mogeln: Sie können ni,cht für jede x-beliebige

Menge B aus IR angeben, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine normalverteilte Zu-

fallsgrösse X Werte in B annimmt. Es kommt dann nämlich vor, dass die normalverteiite

Zufallsgrösse X einzelne Punkte mit Wahrscheinlichkeit grösser Nuil annimmt. Dies ist

nicht das, was wir unter einer normalverteilten Zufallsgrösse verstehen wollen.

Wir müssen uns also einschränken; man nimmt statt der Potenzmenge von lR. die sogenann-

te Borel-o-Algebra B(R). Sie ist per Definitionem die kleinste o-Algebra auf IR., welche alle

geschiossenen Intervalle enthält. Die Mengen aus 6(lR) nennen wir Borei-Mengen. Man

sagt auch, 6(R) wird von der Menge der geschlossenen Intervalle erzeugt; mehr dazu in

den Übungen.

Wir wollen 6(1R.) ein bisschen untersuchen; was ist darin alles enthalten?

ol=l*- ?(sZ) ,1/ --'--44L4'-./Atgeb?a einfach

* /n. U/-. tJ @ *,/(-, tJ1*. /k -- fc, rr/* . /f: ---/r,*, z t/*. zl
,/t'l "ä-- t/"- -s-/Zr-zoJ4'/

z3 / @ (n,rJ- 

" 
[" */ , /_J L [,, /J: /^) (, - +, /] -, a

*-./ /,J-?[*, -*af :-, 4./ -/4 ,1-: ': J, p, r/". .E (ttt) * v{/t) 1t-,L,/,i,--.r.-,

v/ g.,-,za)

,L./ ,,.tr-7;bz'ac* , (-*,-f ."/; :.- f/,/fe -)_.rl *T-//,-.-&/.Z<zaä1

Was glauben Sie, wie ist die Kardinalität von B(R)?

7

o/:* Z?***L

L 4n",n 
-1oto" " ,/zrr r' : ,/ zrr/ : /-&(Z) /



1.2.2 Dynkin- und n-Systeme

Wenn Sie ein komplexes, abstraktes Mengensystem dahingehend untersuchen müssen, ob

es sich dabei um eine o-Algebra handelt, kann dies auf direktem Weg sehr schwierig sein.

Die folgenden Mengensysteme können hier helfen:

Definition 1.2 [Dynkin-System, auch d-system oder Monoton-System] Ezn

Tei,lmengensystem D aon A hei,sst Dynki,n-System, wenn folgende 3 Bed'ingungen erfüllt

s'ind:

a) Q e D

b)AeD+A'eD

c) At, Az, . . . e D, paarwe'ise disjunkt, + Un21An e D.

Untersuchen Sie den Zusammenhang zwischen Dynkin-System und a-Algebra.

frÄ- 4-e- .4 o*J *l 4"2 -rZ/4/-.

&o

tr{42
#Fä*"'-A

6J.-

trin Beispiel eines Dynkin-Systems:

o tzl6, 1ß /-fZ/ - * & Jp ed/ , /rZ/: zn
. h r :fp e -rL/la/:zf , o .r<rj
e 27-l(--rr-e*-? /-

8



f-c4ts

Lemma L.3 Sei, D ei,n Dynki,n-SEstem. Dann gelten:

1. A,B e D und, A c B, dann gi,lt auch B\A e D [St0,bi,Ii,tät des Dynki,n-Systems bei,

Bi,ldung ei,g entlicher K omplement e l

2. (A^). e'ine monoton wachsend,e Folge aus D, d,ann gi,It tlff:rAn e D . (rko.- r{*-fq/b)/

Beweis Lemma 1.3 /-tä'.//t -./"*' /"'t')

@ ,l Ü8' € n 4 C4üB')' efl :, -4'nB €.b :,8n4'eä*, a:4nh

-//^ ü (.4^ \ A^_-) 4 ,/@,9 Cza

,..)

r)

a.b *-ize- @

€ -Z / '**'/0/-4 Z(/-"// (P,'f)

Wir ziehen hiermit gleich mit der Definition eines d-Systems aus Karr Seite 21

/oo-p.2-/ o/-s5tr/.*, -rZ a: I (zz1 /-./p P,, -sz e fl (z-z)
4e fr *z-4<e.fr (zz)

4r*J',/-,//*z ü 4& b,
)>r'

TL 4

h-4

gJ" /-.0
" fr ->/t - l/--/-4 ,. /2 /k *.. Ltuea -/J/P,,*_ y':q -4:E:y'e"/ j.

/,'/&- ./z +/a/); ,"t #ft *-- L**o -1 zz.

lkr)o.-./ -fZ\4=2.efr @

/.u4 : A..t -q.)'
(

4g e /, lte ä> e\ 1e-/ (ttz)

A),v 6/ -z g4 a-1 ftrs)

. /:>E: ../.r/ =11-/; LZ,. /s.-b, sz_ag :z1o 4a_g-./E
-/? . 4afrr.4=eh &.4.4:/d_;,

e"h *.*@
€Pz 

"1* 4 s4, (J-4n 4:/)
€h,.4*@

9 :2 .rZo '/7*zr+ ,;&

4':-?. 4 € )) / u0 4r* "7/--//
a

{an 7,t/ E, €A "a-,?9,:,9 y,z:üAnb



Definition L.4 [a-System, Durchschnittsstabilität] Ei,n Tei,lmengensgstemC uon

Q hei,sst r-SEstem oder durchschn'ittsstab'il, wenn mi,t A, B e C auch Aa B € C.

(=? f6.zJ/.<as "f4/z z--rr/'e.-.) 
- ?oo.-dqQ .9(n)

Satz 1.5 Ein Dynki,n-System i,st genau dann e'ine o-Algebra, uenn es auch d,urch-

s chni,tt s st ab i,I i,st.

Beweis Satz 1.5

o d*.4/L/.- 
- 

rL,.-,- *",/Z/.Zi --r-7./.a*

"zZr e) {- t

i--)

()

o *&6.t-4 AF,J/a/A
" 't^ y'x a'.b, "4--U* a-d,**,/ -4;=".-..-;

./:,t: 4\ (ins)

" 4 uE : L4 ,, e)u E , ,o.6o-, (/ \s)n I -y' *2

ü ,4o: :2 (z^*)\ 1)h:-/

4frr-1- T--rn&'^

*& o*r= LaFe /..7-/

.ä_

"uolo-' -1i:,/
,4: '-ü I uh

k=4

ry"*+%ur/aa24.A<- Ula< -1*
,ro.lr-o-, (-?€z? /4224

* p @-dLa /.**o Z Z_/

€-b ",-?v.-P/;.21 ZZ)

/x - 4t^ 4n

,4or: fu, A.
..4?' .^ y'nul,-,"1tr

A///+ :--

y'u,? a &, y' */ Lä"-tiraa- ._-I----r-

10



Wie bei den a-Algebren, die von Mengensystemen erzeugt werden können, kann man auch

Dynkin-Systeme von Mengen erzeugen; analog gilt hier per Definitionem nämlich: Sei U

ein Teilmengensystem von f). Dann ist per DefinitionemD(U) das kleinste Dynkin-System,

welches Z enthält. Es gilt dann der zentraie

Satz 1-.6 [Monoton-Lemma für Mengen] Sei, C ei,n r-System. Dann g'ilt

Beweis Satz 1.G lrl*"*rz/rg,-- /,ü ueo-,/*#-\
" /,ä .*-1b/,^'? *,./ ."; 4,rZ;- _{7r;4a :> --,(.),,2 oI

D(C): o(C)

,? u-u -,2// ;4rr./*

-Ata,ar6:t-

?11

[c ; , J--h//

PfL/ -2,4d-"/o-u1.4
a' -*"/Aal/ :> ft (.) - *t (e)

(

" <i *: e4*"1 .&"2 .h (a) -*,L -----*=l* ,{/ r. 1o-., /=.2 ."*./ ,u(..) =.b /-)ä -,1 -L"/ 4*/-t
7,a&ö./

" ,?,1 &o-./e- r*r{--t s,,-.. h D €,U Cc) 
lo 

,:/u **a/urtp e,& adJ
o =4 ! a G) c n- sz'D 1: ä ft). 

{ -:'", 7fii1 ;! ?"ti:;fkr )i on - u =. lEe . ,z-a* ;;;;;) .-:"&7fu.batli"r.nk)J *=
""h{.1 <h /oz" hG) le.l4 p7,J,l_1.,4.o *,f cz-i,F

4f 
----'/ 2 a rt k)t t/a a c' /,/z n/. .Drz E e _ü (.)
" -> c . ho :ä(c)c ho lp €fr(.)

,)

2 Bemerkungen zur Bedeutung dieses Satzes:

6 s//y'42- na., =-*^ *,V "1.t4 -o,/ -r-Au- 1o-o a=' aa. *:/./4

-4 €=*'ä*) 7*.no

Gs

3e4 z<

,.e.-.4/

o ktte--a lZ "y'6-*- -sr.$ -r-a k/

=-,ifa-, ,-.
/o.'Cl 4-4
C' uL V--sV 4-2,

z. Jbl C ., g.z ,o-, Z ..äZ: ld-V-a , ,4"=.//<.1.C, $".*L-r/;nr(
s. J-7ie- C 4 ?/n/",i *"fr (c) < G ..1n n k) /2,,-4

o(.-)=.flk) e el .+-> =-(<:)€ ?r..//.,/2, z.ä.*.-d2, uo.- r(<) z,.A-- p-,../-y'(t>rt.za 
%

FS/Lo

CE
24
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1.3 Wahrscheinlichkeit P[.]

Definition 1-.7 [Währscheinlichkeit P] Ei,ne Wahrschei,nli,chkei,t P i,st ei,ne reell-

werti,ge Funkti,on auf d,en Mengen aus A. Dabei, müssen folgend,e 3 Bedi,ngungen erfüllt

se'in:

a) AeA+PlAl>0

b) Pla):1

c) Sei, {At}?t ei,ne abzrihlbare Folge uon di,sjunkten Mengen aus A, dann muss gelten:

Plu=1Ail: t PlAo,)

,,€s12
/?

*A/4

i:1

Man darf in Definition 1.7 c) z.B. a.uch Ai: ö,i ) 3 wählen!

Man nennt das Tbipel (Q,, A,P) auch Wahrscheinlichkeitsrauml auf englisch Probability

Space. Eigenschafb c) nennen wir a-Additivität.

Wir betrachten ein paar einfache Beispiele; mehr in den Ubungen:

",/-,//*T(DL."*..*rLä t , za S_ k) :/i
tLl*< 

-y'ri ,z*-/y' ,* /"-u.r1"ä-y'

(*o-"//r/u /*4V .e- +i*.J..ft-)

/Z * e'-y'

4/4 "- //
r\

o /,,.r2--,--*k'/V Ä-,1r./.(**Z/.4u,. JZ . /rZ/: zz 1_<:x

/-s-2, r(g) p) ,.,*"d*. cF jz_:/> 2,,. ,rJ
?(tz>nä*s.-v* -,* iZ
ef/|-- ///

r2n

!=r.4"o*---ZL/ q.-/2,
12

o .sz-=:/-1t,, ,,rJ /- 1:?(r), -zn /z,A.bo.ä-_ -//
J (nr):- ,. .y'-e ,'zLz ,.pi> a f- ,+, :-/ L /Z< -4_ ffrJ: Ir(V, t t-'z:s)



Aus Definition 1.7 lassen sich nützliche Eigenschaften ableiten, welche wir im folgenden

Lemma zusammenfassen.

Lemma 1.8 [nützliche Eigenschaften von P] Sei, (Q,A,P) ei,n Wahrschei,n-

li,chkei,tsraum. Mit A, B e A, (Ae,)T:, ei,ne endli,che und (Br)?t e'i,ne unendli,che Folge

uon Erei,gntssen aus A gelten folgende Aussagen:

a) PlQl:0

b) [end,Ii,che Ad,d,i,ti,ui,trit] Sei {Ao}T:t ei,ne endli,che Folge uon pu di,sjunkten Mengen

aus A, dann muss gelten:
n

P[uT:.Ai]: t PlAr,l.
i:1

Daraus folgt auch d,as "Pri,nzip der Gegenwahrschei,nl,ichke,it": Pl{ : I - PIA].

c) Ae B + P[B): PIA]+ P[B\A] . Damiti,st P i,nsbesondere monoton'in dem

S'inne, dass A C B + PlAl < PlBl

d) plAu Bl : plAl + plBl - ,vG.'##tr'iffi**, (end,ti,ch) subad,d,i,ti,u:

P[Au B) < PIA] + plBl .-,/"./'./ ,,L 7prcl..

e) Sei, {Br1?t ei,ne abzrihlbare Folge uon Mengen clus A, d,ann ^"rr';fi::, 
"///e't-'2"'z-'7

Plu1tBil < D PlBol (Boolesche Ungleichung; subadditiv)
oo

i:I

Beweis von Lemma 1.8 Diese Beweise haben wir zum Teil schon in der WTS in den

Übnttg"tt besprochen. Sie sind jetzt in den WT-Übungen im "Must"-Teil angesiedelt. Im

Gegensatz zum ersten Semester wird jetzt auf die strenge mathematische Beweisführung

(jenseits von anschaulichen Venn-Diagrammen) Wert gelegt. Die obigen Aussagen sind so

einleuchtend, dass man sich (als Mathematikerln) bewusst sein muss, dass sie trotzdem zu

beweisen sind!

13



Satz 1.9 Sei, P ei,ne ni,chtnegat'iae, endli,ch add,i,ti,ue Mengenfunkti,on auf A mi,t PlQl:
I. Dann si,nd di,e folgenden I Aussagen tiqui,ualent:

a) P i,st auch o-addi,tiu (und dami,t ei,ne Wahrschei,nli,chkei,t),

b) Mit A.I A i,n A si,lt auch PlAnl I PlAl,

,/,/ / ,2 4dr./. 4_ y' L, ZzZ -__/
9ia

c) Mi,t A. I A i,n A si,It auch PlAn) I PIA),

d) Mit A. I ö i,n A 7i,lt auch PlA.l l0

Die Bedeutung dieses Satzes liegt in folgendem Punkt: endliche Additivität halten wir

sofort für eine sinnvolle Anforderung an ein sinnvolles P. Schwierigkeiten hat man allen-

fails mit der weitergehenden a-Additivität. Obiger Satz sagt, dass dies die gleich starke

Forderung ist wie Forderungen b), c) und d). Dies sind jedoch Forderungen nach einer

(monotonen) Stetigkeit von P, welche wir eher akzeptieren können.

+):'-) -u./) -,,
;>*) 4 .v.// *) *y':,37 (;. \,4 - ) *,/ Ä */

e[zJ - P/- r^t z'.'J '/ ,9 (y',\-.(--)J:-p[Z\ j,_.J
T_ *)Coz

;--1/
2/ \>

= /2 . "fu \ -'l--J,:( .trz J-r[2, .1)

:/; nz-r C)";
h->o ^ ' '4-J 

4 trurl 6azzz+ ,4or.. r{.o oo*..4-**4, /2. .ZA)
z-)= - )
-/ -' /) "z) ,t/ -<.-

tar'l *-/1 -A- *"* .a ,; u'TS (*/k)
.)

44 ",n: k)=u -.L /r/i*& Eh *- Lri..ui^
"/t-,, l
(cY-, //) \ 4 /^ /-.ä- ,u .i /"-k-4-- a,zn* 1 ,G4

"r/??+J:r[(ü+), (g.^.t/,
_r '-7r/ ,/ l*-P/r*rz-r,J .' / \_'e j:\+

tc

V".t

fu'" ^rvUto, ",-,/. .1" ?z

/d,.,4/-

->- P/ / I- E; ' I-a;J .

+ A a4ä24-

!"a
/t

,*oo/u
d

z*äVr**t 1

"4



Als Vorbereitung auf den kommenden Satz: konvergiert 4; : [-", .J

lo,*/
Ou IL

An:: l#,r*Cy)
1+-

ti.//2, - (o,z)

:>/*t* /1ou-e-Vetz

h/4 Pf/"/J, P(zJJ>o
und wenn ja, wogegen (vgl p 4 oben)?

Satz 1.10 [Stetigkeit von P] Es gelten

//.
P[liminf A.]< -44liminf PlA"l ( limsup PIA*I < P[limsupA"]

TL ra 'rL

1
und damit: falls An - A, dann auch PlAnl --+ PlAl.

U lz/aaqa

Beweis vop Satz |.10

Z /r-* -".Lo/r'

r"1

(')

4=.2// // /2."vb,.*nr(2, /."*,Ja- nu* Z-,, F[/t,V 4. r,/ p/Z J
4r*/^-L%--

z

k//a-

"/:,/4: on 4, L n. 04 c-"/k
t\>//rLe -/ trr-k

- /2o*./ ^?^ Z4kr4 -ZP-)

//n 1I *rk"J /w)h >-t<

.4--lp.lf
// / t ^ t-,7( ,-/,1 Z . ,*./ r[-z*J

(n z),'zrrr.7^ ,)
lya

"Lb -/,-7A)

+

ln
ln'u

:Ü

o rlr;d -/_j/
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Satz 1-.11 [Borel-Cantelli I - wichtig für Konvergenzaussagen]

I Pta"l < oo :+ P[limsup An]:0. (BC - I)
n=\ rL

Es folgt wegen Satz 1.10 automatisch auch limsüpn*oo PlA"l : 0 und damit auch

limr*oo PlA"l: 0; spätestens jetzt sollte dies an ein Resultat aus der Analysis I erinnern!

Die Hauptaussage (BC-I) ist jedoch flexibler einsetzbar, da der limsup sehr umfassend ist.

e /ct4l \,frUlu
kta

oo

Beweis von Satz 1.11

,l,A z z -)
rfu.a

Qan
4=a t<>-

!.
PüL*r z.J,:r[ /)u 4.1(l

U

l
h-l eo

z /L Z rfzJ_o
,/ 

h +4 k>-tt ( F

( , 
n_-n \__a/a 

E r/AJ -*
tn-h._

--1
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.r'2

Satz L.t2 [Eindeutigkeit von P] Sei, A eine o-Algebra auf Q und S ein r-System

derart, dass o(S) : A. Sei,en nun P1, P2 Wahrschei,nli,chke'iten auf ((-2,.Ä) deraTt, dass

Pt: Pz auf S, dann P1: Pz auf A 4 ='4

Beweis von Satz 1.12

--/< )

" -af,,b,, *.0( tz"-.Ä-*L-**., / zLt"rr-* /--* -/4

o { € /(4 :/o € --{ /z rA: />=(-4)j orü*),-- *" lu :r,"
" 4; , -1a4 ,4-./ p".-ä,Lt 1no^ _Z : __, f_S) :b1-O < J4(

-s,*t.za C nrsl z.4o/4,..,

P4 ",L(-1/ " 1 Ln)-: f. Lrz) :--r a--rz

rl

(. 
-rt

S'/o--eo-
" ,4 € /-/ -, ?.+ Ce : E f_/) :, 4- ?z /.4 - .y'*4 14

Po C1) : ?- C1"):> 4 t e-(/(

j,, € 24 , 
""- 

"/!7*-r4 [.a /-/e--,ä"!/f,t"), * --4ä J
^f6uw/t / ,ry /".Jo-Zr- /-4J_:z . c f-a-l; {[e 4J

/ 
h=4 

I 
h=-4 -f ' q=4"-'/

Y" ,u t..Lzlo ,,2 14,-"/ 
).," g.

:.9 ;* a -r(.t

7 -1

72(

4

(
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1-.4 Wahrscheinlichkeiten auf R.: (R,6(R), P)
/p1-._*'f*rL4 -r?

Aus der Vor WTS kennen wir bereits die Z welche wir in Kapitel 2

intensiv werden. Deren Verteilungsfunktionen Wahrscheinlichkeiten auf

(R,6(R)) - und dies ist Grund genug, bereits jetzt in Kapitel 1die Wahrscheinlichkeiten

auf R ein bisschen genauer unter die Lupe zu nehmen. Bevor wir dies tun, wollen wir noch

sogenannte Null-Mengen einführen:

Definition 1.I-3 lP-Nullmenge, P-fast sicher, (P-f.s., p-fs, ts)] Ei,n Erei,gni,s A

gi,lt P-fast s'icher, wenn PIA): l. Hi,ngegen i,st A e'ine P-Nullmenge, wenn PIA]: g.

r Paar kleine Bemerkungen:

Gilt zwingend Ä : f,) bzw A: ö? /A-:/

g*
-sL : [q z "J, rf1,.(]* o 4 rf[ /"7 : J A.e fz z (
-1 : ?( iL) ; -z:/zrJ :, rf-r'J:4 e_ /= )

E,: [o,J :7 v[eJ : a GtL//^.v.*)
-/n- /+_sz /-g+/ \Lt*,L?,*vL
/L"-@k ät Zr-".7, ,,/,,.*u', /r.,/o-o,, _fZ.,z>/. Lu.! a-eu_ o..n,

xz n4 5 -zä.// /'1o,n. ''*/4 nt ,=n'
/u., o a,2t/"äv.41ä-/

/.

4?a^/

l-

s*7 '*Z-/ ."7 .41r-.4( z (€- u./ z**.,r .z 6,) ,. V,/ tz,z:s_".
X * .il1o,-/) , p/k:"J=p[/,-/ X/_) :ofr:o ,, u& ,

/*/xl*l: oJ+.c L o.,./ pfxerc:, {--/ *{o,
1,-/X/*,) €/rf,\ d +sz .,, X ö<. c. zr \ q,:

*ü

:' :: *rZ \ L / xr) € d . -2"... u"zzb/ r- € n./

/ 
L -rz/ ' K/*) e./.? ,,, e^

\",,114 
,,*- g/r-" 18



/'t"/ /
Von Satz 1.12 wissen wir, dass j

auf den Intervallen der Art (-*, t] eindeutig determiniert ist. Es lohnt sich deshalb, diese

(aus der WTS bekannten) Gebilde genauer zu untersuchen. Dazu definieren wir erstmals:

Definition L.1-4 [Verteilungsfunktion von P] Di,e Vertei,lungsfunkt'ion uon P i,st

di,e Funkti,on Fp : lR. ---+ l0,l], defi,niert als Fp(t):: P[(-m,t]). Wenn es klar i,st, lcönnen

"/Z,/ekV, X, :rFX
,k

P auf (R, B(R)) durch die Werte

--- /,t fo *<-s-, u /-f/: /, ,/.4 * >--
Achten Sie biite darauf, dass wir in Kapitel 1

-r
die Verteilungsfunkt ionen ohne

Zufallsgrössen zu erwähnen (ausser zur Motivation)! Wir lernen jetzt die Verteilungsfunk-

tionen ein bisschen kennen. Es gilt

Satz l-.15 [Eindeutigkeit F, P] Wenn Fh : Fpz, dann gi,lt Pr : Pz ozl B(lR) (,

wi,r d,i,e Inderierung i,n Fp auch lassen und nur

.8"-fP, p = 5'_ 1F-*/1*"--€ n,
F schrei,ben. $ rxt

(D - $. L1,:f.fr_ *, A_Z fL", _il

Beweis Satz L.15 "7, : {{*. niJ/u e tJ,r/ v* -s,fu* fuk|)
" --q) -"b 0n)
" _r>rb --/..-/Z,z*.L/.y' =4=/*, M /-r -,2, -#
' (-,zJ :(- *, 4 t (- *, -J Z (* *.-l, (**, /J

cfe, tJJ : /o[{-*. zJ'x (- *, F -. 4 'r''/. *)

dJ:c [{-*, d -./z fG= .,J)

-,8 G)_E ilFF.
:1fr*,fl au*lo<.-

WichtigeFolg"",'''ffiAnwendungen:InderVlsgWTSundinderAusbiIdung
anderer Studiengänge lernen die Studentlnnen zum Beispiel die Wahrscheinlichkeiten der

Normalverteilung über die Normalverteilungstabelle (meist hinten in Statistik-Büchern)

kennen. Man könnte sich fragen, ob durch diese Tabelle (abgesehen von der Maschenweite

des Gitters; beachten Sie auch die Monotonie von F) P eindeutig festgelegt ist. Satz 1.15

bejaht dies auf 6(R). 6(lR) enthält aber alles, was Anwenderlnnen ausrechnen wollen:

Kompiemente, Vereinigungen, Schnitte.
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Der folgende Satz ist bereits aus der WTS bekannt; wir formulieren ihn nochmals und

beweisen ihn unter Einsatz der bisherigen Resultate.

Satz 1.16 [Elementare Eigenschaften von Fp] Sei, Fp di,e Ver-tei,lungsfunkti,on

uon P. Dann gelten:

e) tre 'ist monoton wachsend; dam'it erist'ieren jewei,ls d'ie Li,mi,ten aon l'inks und uon rechts

"-A-/n3 /
" cd,dld,g"b) Fe i,st rechtssteti,g; a) und b) he'issen zusanlnl,en uom Französ'ischen:

C7.3r2r'n/'o7!att
c) lirnl--* pe(t) : A und liml-oo Fp(t) :1.

I / dcazae,

'':'(! 
P/'-*'1

/;,k o 
/uu

./e.

ffr--r.E
- t,f, /z_)
t'G 1z)

)..+ :z (**rJ € L *rtT

:>(-*,4 r'r(r?f; ,",
"/ h4-

/."b--//-)

/-) Z l,L/,b", *^o?,/or-,r 1./// vn=,4/b, ,€/b J,--o ; /^ \t /

Beweis von Satz 1.16

6 /9 >.- ,/L € (zu; : /L
4* ,"V.-

/c*'-* -Z-J-)
',/z, f7/r* t =.J < r[{-*, *J -- f 10 <; k) .

6 /t,),:l* ri2_*rz.iJ-7[,:-*,4:5 //)
*

.) (-*, -"J x /&, (- ^, J-, tE /,-.L-ä- ,7*a/./ä, Atk) #. J ,/L)

=E /L
#* 56)\.,) L

f>?L -/,ZA
7*o/

&-1cz+ &"*I u,- 'E/-2,

/a"ni/'y'' /r, --'-'/ E 1r, - 4 * r-*r/--J .vc-. { rzk?zz{d, tlaz<.

:) (-*, r'oJ --o G*r*) E "a=2.-,a
l'z.zo"eu, o..L ,ll/--,46/--/ :,A/ * &._^,!<-_ ZrZ ,a,*,*/n/* *../o.2//)_-

/L 6/a
20
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Ohne Beweis fügen wir noch an, dass jedeF\nktion auf IR, welche die Eigenschaften

aus Satz 1.16 besitzt, eine Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeit P ist. Damit lassen

sich beinahe beliebige Wahrscheinlichkeiten entwickeln

Satz L.L7 Sei, F : IR ---+ R monoton wachsend, und rechtssteti,g mi,t F(-x) :0 und

f (-) : I. Dann eri,sti,ert ei,n ei,ndeuti,ges P oul 6(lR) so, dass Fe : F.

Beispiel zu Satz t.LT

" ü o<a F/a

" F1*) 4-o.
4*a

-r'

*<ot

q <1<./

1>/

a

o

O

*L

" e//V-^ e.a- -raf--/-r'V

" r[G.tlJ.": r(D
aut*-*ä.2-lz.

*4,, ^J P a*"- /.,7=r..af*, /J)

,U z.u,L-i/ (-Uz e/.-Z ?) 4 (A-& fn)

2L



Wir haben in der WTS 2 Typen von Zufallsgrössen kennengelernt: di,skret und steti,g.

Mittels der Verteilungsfunktionen dieser Zufallsgrössen erhaiten wir mit Satz 1.17 also

damit auch 2 Typen von Wahrscheinlichkeiten auf (R.,6(R)). Schon in der WTS haben Sie

sich vielleicht die Ftage gesteilt, ob das denn alles sei. Mit wenig Nachdenken kommt man

schnell auf die Idee, dass man ja auch Linearkombinationen solcher Wahrscheinlichkeiten

nehmen kann (siehe auch Übungsblatt 3). Haben wir damit alles? Die Antwort folgt erst in

1.6 (Vollständige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (1R.,6(R)) Wir wollen jedoch

kurz, halb zur Repetition, die beiden bisherigen Arten von Wahrscheinlichkeiten nochmals

anschauen.

Definition 1.18 fDiskrete Wahrscheinlichkeit] Ei,ne Wahrschei,nli,chkei,t P auf R

i,st di,skret, uenn es e'ine höchstens abzählbare Menge C gi,bt, sodass P(C) :1.

Beispiel zu Definition L.L8, voi- .6-. n(\) -Z/ *"- t t:Ts *.,1r-,4t/

" r[fulJ'= [> #, /, an! t \ > ct - r/,x/"J -:.u-^ # =z

" {,:/t1/,, -/*:,/l/.o-
ö iz)

(&- .- - L,/

O--*... - -^t. -/

t-_*---.u-_*a
&-*__*__^

k 5

---ü
{

6

M?
Der folgende Satz ist derart anschaulich, dass er in der WTS bereits unbewiesen (und

vielleicht auch unausgesprochen) benutzt wurde. Er besagt, dass diskrete Wahrschein-

lichkeiten endliche oder abzählbar unendiiche konvexe Linearkombinationen von Dirac-

Massen (Punktmassen) sind. Die Verteilungsfunktionen wachsen nur durch "Sprünge".

/,/Lz:o,/-z) 22 ( 
7*,v .2

zea 5a$/o- a,!1
___-27, P _ü -/ (Grzrr)

___+//. 4, P 4 /m, h (n), /)t *"#/
Pf4J, --y'-Fo,e) i ff_--, €V_,Fk) /rd



Ff,-/0
4z-

Satz 1.19 [Charakterisierung von diskreten Währscheinlichkeiten] Für Wahr-

schei,nl'ichkei,ten auf IR. sand di,e folgenden Aussagen ciqu,iualent:

a) P i,st di,skret

b) Es eristi,ert ei,ne reelle Folge (ta) und Zahlen h ) 0 mi,t lint. : I derart, dass P :

Dupo6,' \- /.---724 'o'6 6;-,',ä--aL' .f/rg: ,/la- 1t-.i r*,) i &L g2 /*ä., r,

c) Es eri,sti,ert ei,ne reelle Folge (t) und Zahlen pt, > 0 mi,tlnp.; :7 derart, dass Fp(t) :

l4P[pu<t1.
-57,"V,4eä*

C
Q".Vä;b-

Wir lassen oben im Satz und unten im Beweis beide Fälle zu: endliche oder abzählbar

unendiiche Folgen bzw. Reihen.

/--)

(

Beweis Satz 1-.19

4 */-) a,:/2, /,'- 7J ,-, 4, #{t ,r+,t,8 rz.*,//ll..rä./z/ Z p/>J:4
/Z*-/-/af_ ?7".(,1**
tA gefer 4:z ?[E n /t,i( -.2 , rf*J4:z ?/nil t,, /s)

=L
-s)*-) l/r' ezr , f /*),= p/-(-*, AA+ ?, , G-, *Ji r, 

11, , ,J
.)**) rflt,/,.til-,I rorrf [qr*,)_6k,_I7],, :y'

'5 /.A.:pfG *,/fl .)

5 /t):.Ü-*,*8

diskrete Menge):u- /Lr' -/t/*/,1 ,/2 * 
1;;5r €'o' ('-ix'') 'n'4"/:t'J

Bemerkung/Warnung z:ulor' Wort "diskret" in der WT und der restlichen Mathematik (zB
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Wir wenden uns jetzt den stetigen Wahrscheinlichkeiten zu und präzisieren gleich mal:

ab jetzt heissen die stetigen Wahrscheinlichkeiten bzw stetigen Zufallsgrössen aus der WTS

ab s olut, stetige Wahrscheinlichkeiten (bzw. Zufallsgrössen) .

Definition 1.20 [absolut stetige Wahrscheinlichkeit] Ei,ne Wahrschei,nli,chkei,t

P auf R nennen wi,r absolut stet'ig, wenn es e'ine ni,chtnegati,ue Funkti,on f e (Dichte uon

P) auf R derart gi,bt, d,ass für alle (a,b]

b

P[(a,b]l :L- 
I" f P(t)dt

Beispiel aus der *t*; ,u.o u{ou .ayb(>) -ZU *,./,r/n /.r, AZ-a 4 /
rfG,"J_/^e_ ^*/.t ^/

7' ,aa+'' 'c'* fi /tl:y'- ,/Z/Ä * ->l
Latu)a?

*

6 /t):4.-^-o& -l> a

ä
Fft)
F(-)

6 I
a .A

Bemerkungz:ul- Dichtefunktion: /p(l) ist nicht eindeutig:

1) Das obige Integral ist ein Lebesgue-Integral (L-/, vgl Vlsg "Reelle Analysis"l siehe

auch kommende Seite); aber schon bei einem "normalen" R'iemann-Integral, R-/, kann

man solch eine Dichtefunktion mindestens an endlich vielen Punkten ändern.

2) Bei Lebesgue-Integralen gilt das sowieso (vgl Vlsg "Reelle Analysis").

3) Die Differenzen bei den diversen denkbaren /o's betreffen aber lediglich Lebesgue-

Nullmengen (Forster Analysis III, Sätze 2-ain$7). ({.ZZ / -A,.rtr;)
4) Man spricht deshalb auch von einer "Version" der Dichtefunktion (und wählt dann mit

\/orteil zum Beispiel eine stetige Version).
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Bemerkungen zur Integrationsart

1) Das Integral in Definition 1.20 ist im allgemeinen Fall ein L-/.
2) Wenn der Integrand nichtnegativ ist (zum Beispiel bei einer Dichte), ist ein R-/ immer

auch ein L-l (die Umkehrung gitt nicht - damit ist das L-/ allgemeiner als das R-/).

3) Was wenn der Integrand auch negativ sein darf? --> 3-e;//ar4*
4) In den Vlsg'en WTS, AS, SM und WT sind konkrete Integrale de facto immer R-/,

ausser es wird speziell erwähnt. In den Beweisen sind es aber oft L-/. Studentlnnen,

welche das L-/ noch nicht kennen, stellen sich ohne Nachteil einfach immer ein R-/ vor.

Falls /p(t) stückweise stetig ist (endliche Unterteilung), ist ein L-/ immer ein R-/.

5) Kontrastbeispiel: f,-f; fqls;as: (L-/ aber nicht R-/).

6) Schema Integrationsarten, falls Integrand nicht-negativ:

{-r4 a ///rt{rJ c [7/z-ttJ./t/z'-;sJ .k/-*.t/il

7) "Stieitjes"-Integrale (Riemann-Stieltjes und Lebesgue-Stieltjes-Integrale) haben auf der

Basis (x-Achse) im Allgemeinen keine gleichmässige Gewichtung. Riemann- und Lebesgue-

Integrale schon. Mehr dazu in Kapitel 4.

Sie beweisen noch im Must-Teil von Übungsblatt 4 folgende kleine Umformulierung:

Korollar L.2L [absolut stetige 'Wahrscheinlichkeit und Fp] Ei,ne Wahrschei,n-

li,chkei,t P auf IR ast genau dann absolut steti,g, uenn es e'ine ni,chtnegati,ue Funkti,on f e

(Di,chte uon P ) ozl lR gi,bt mi,t /a /p (") d,s : L, so dass

Fp(t): L- fp(s)ds.

Damit können wir also jede beliebige nichtnegative F\rnktion / mit /I" f(t)as : 1 als

Dichte einer Wahrscheinlichkeit P auffassen - dies ergibt uns also ein grosses Universum

von Wahrscheinlichkeit en!
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1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit P[ÄlB]; Produktformel, Bayes und FTW

Diese Konzepte kamen schon in der Vlsg WTS (und AS) sehr ausführlich zum Einsatz,

so dass wir nur als Repetition die Definition und die drei zentralen Regeln angeben. Kleine

Aufgaben dazu sind auf Übungsblatt 4 zu lösen.

Definition l-.22 [Bedingte Währscheinlichkeit PIAIB]I

PlAlBl =
P[A. B]

PIBI

' ) faUs PlBl > 0. Man nennt PlAlBl di,e bedingte Wahrschei,nli,chlcei,t uon A gegeben B

Es gilt die sogenannte Produktformel:

PlAlBlPlB): P[An B] : PlBlAlP[A1.

Der Leser / die Leserin zeige: P[.lB] ist selber auch eine Wahrscheinlichkeit.

Formel uon B ay est /f*./.1& /t-VF- : u,a t_ p,G/-/J 
==, f/4pJ )

PlAlBl: P An B) _ PIBIA)PIA]
P lB I 

A) P lAl + P lB I 
A.) P lA.lPIB)

Lemma 1.23 [Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit FTWI Br,Br,...
sei, ei,ne Parti,ti,on uon dl (di,e Ba's s'ind di,sjunkt und UprBt : Q). Wei,ter se,i für alle

Bi,,i ) I, PlBil > A effillt. Dann gi,lt für jedes A e A:

oo

i:L

en dli, ch e P arti,ti, o n.

PlAl :l e|alnolPlB,l @rw)
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1.6 Miscellanea; Sie finden hier Bemerkungen zu:

1.6.1 iR

1.6.2 Allgemeine Masse

1.6.3 Lebesgue Mass

1.6.4 Singulär stetige Wahrscheinlichkeit auf lR. - Cantorsches Diskontinuum

1.6.5 Vollständige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (R, 6(R))

1.6.6 Warum o-Algebren? Warum P auf 6(lR) und nicht auf 2(JR)?

1.6. 7 Das Banach-Tarski-Paradoxon

1.6.8 Wichtige, nicht behandelte Probleme

1.G.1 lR :: IR u {-*} u {-}

Mutti hat Ihnen mal gesagt, dass Sie nicht "durch 0 teilen" dürfen. Auch war es Ihnen

verboten, m * oo : oo zu schreiben, obschon Sie dies immer gereizt hätte. Hier dürfen Sie

solch schlimme Sachen endlich machen - vorausgesetzt, Sie beachten einige wenige Regeln.

Wir erlauben dies, weil sich dann einige Sätze eleganter formulieren lassen. Ayatollah's

aus der reinen Mathematik sei versichert: unteres ist ganz koscher.

oo falls r € lR und A:6 oder umgekehrt
oo falls r: A : @

-oo falls z € IR. und A: -x oder umgekehrt

-oo falls r : A: -oo.
oo falls r)0 und U:oo oder umgekehrt
oo falls r 10 und U : -a oder umgekehrt
oo falls r:g:@ oder n:U:-oo
-oo falls r)0 und A:-q oder umgekehrt

-oo falls n<0 und A:6 oder umgekehrt

-oo falls n:6 und U : -6 oder umgekehrt
0 falls n :0 oder U :0.

oo falls r)0 und U:0
-oo fails r 10 und U :0
0 falls r € R und g: foo

oo - oo dürfen Sie nach wie vor nicht machen; ebenso nicht *oo durch *oo teilen.

Falls Sie Schwierigkeiten haben, sich etwas unter -oo und *oo vorzustellen, ersetzen Sie

einfach -oo durch "Velo" und +oo durch "Maschendrahtzaun". Es geht topologisch genau

so gut - aber -oo und *oo sind anschaulicher.

r!g::

na

;,: {

27



Das Massproblem und seine Paradoxien

A.
Drsieck ABC in Rochteck ABDE

Yon Catheine Bandle

D

c

hat zu

2-(3.)dimensionale Mass
bzw. -würfels l.

E

Der Inhult von clcmenttrcn l'igurcn
Das Problem, den Inhalt einer geometrischen

Figur in der Ebene oder im Raum zu messen,
beschäftigt die Mathematik scit ihren Anfän.
gen. Die Länge einer Strecke ist bestimmt durch
den Abstand ihrer Endpunkte; das Rechteck
mit den Seiten a und b hat den. F/ljcheninhakab,
und durch Zerlegung (Abb.l) lassen sich auch
Inhalte von Dreiecken und Polygonen bestim-
men.

Im Raum ist die Volumenberechnungbereits
bei einfachen Körpern wesentlich schwieriger.
k-Ee.Hrtli.j ist-ss.-sielL.n gsle}, sis_ Te!ße"{:t

C

tegralion lassen sich die Inhalte der meisten in
der haxis auftretenden Mengen berechnen
oder numerisch beliebig genau ipproximieren.

Mit den groisen Fortschritten in der Funktio-
nentheorie und der Funktionalanalvsis am
Ende des letzten Jahrhunderts wurde'es not.
wcndig, auch sehr allgemeinen Mengen einen
Inhalt zuzuordnen. -

Äbstruktcs Muss

Bei.der in Abb. 3 abgebildeten Menge ist es
naheliegend, ihr als lnhalt den Wert dei unend-
lichen Reihe F - | + (Vr)2 + (%)2 + (Ve)2 +.,,-%
zuzuschreiben. Während wir uns in diesem Fall
auf die Anschauung st{ltzen konnten, versagt
diese im nächsten Beispiel gänzlich.
, Wie gross ist der Inhalt der Menge Rt, die aus
den rationalen Zahlen, d. h. denjenigen Zahlen,
die sich als Quotient zweier ganzer Zahlen dar-
stellen lassen, im Intenall (0,1) besteht? Ohne
Präzisierung des lrihaltsbegriffes lässt sich diese
Frage nicht beantivorten.

Um den lnhalt einer Menge - heutc ist €s
tlblicher, vom Mass einer Menge zu sprechen -
im ma(hematischen Sinn zu dcfinieren, müssen
wir uns zunächst im klaren sein, welchen For-
derungen er genügen soll. Der Einfachheit hal-
ber beschränken wir uns auf Punktmengen auf
Geraden, in der Ebene und im Raum. Wenn er
unserer naiven Vorstellung von Länge, Fläche
und Volumen bei elementargeometrischen Fi-
guren entsprechen soll, muss er folgende Eigen-'
schaften haben:

(E-0) Da,s,Vass einer-IrdeJrqe A -. krrrz m(A)
- rst erne nlchtnecatlve zaht.

(E-l) Das.Mass ist dimensionsabhängig, Das
-dimensionale Mass der Einheitsstrec[e ist l.

D

ist das

EB
Rochtock ABCD in OuEdral AEFG

I

E-2)

Namhafte

Nichlmessbure Mongen
Bald stellte sich die

Exist€nz eines das
auf allen

man diese
sie nur zuf endlich

kann man erneut
atf allen

s hat gezeigt, dass es auf
Geraden und in der Ebene unendlich viele

während im Raum - wieMasse gibt,

sich mit der

A.HBE
Ousdr6te ABCD und BEFG zu
Ouadrst HFID

Abb, L Durch Zetlegung lassen sich Flächenlnhake von
Drciecken und Polygonen bestimüen.

aus

1900 v Hilbert anlässlich des

dass ihre Gesamtheit vernachlässigbar klein ist,
verglichen mit allen ttbrigen Zahlen. Lebesgue
war es gelungen, sehr allgemeine Mengen zu
messen.

nalen natikerkongresses in Paris aufge-
worfen ., -, kurz danach von Dehn im negati-
v€n Sinn beantwortet,

- Dic lnhalte von Figuren, die von krummen,
iedoch glatten Flächen oder Linien besrenzt
werden, können mit Hilfe der sehr leisiungs.
fähigen Methode der InJinitesimalrechnuns be-
rechnet werden. Die Grundidee. die dieser
Methode zugrunde liegl, wurde bereits von ,4r-
chimedes 287-212 v. Chr. beniltzt, Sie beruht
darin, dass die Figur durch elementare Mengen
ausgeschöpft wird. Archimedes filhrte dieabs
Verfahren für den Kreis und den Parabelab-
schnitt durch (Abb. 2), Mit dem Kalkill der ln.

Abb. 2, Veryleich dü Kreislläche durch etn- und umge-
schriebenes Sechseck eryibt füt dea Einheit$kreis Aie.
Abschdrzung 3<n<3,46. Je feinet die Einteilung,

desto genauer der Näherungs\9eil,

- keines vorhanden ist.
mit Fragen der Grund,

verknüpft.der

Die Vitalische Konstruktion
und das Äuswahlaxiom

Um eine nichtmessbare Menge zu konstruie.
ren, denken wir uns die Strecksder Länge Eins
zu einem Kreis zusammengebogen. Zu-jedem
Punkt x auf der Kreislinie-beträchten riir die
Menge aller Punkte, die man erhält, wenn man
x um den Winkel 2rr (Bogenmass) dreht, wobei
r eine rctionale Zahl zwisctiin null und eins ist.
Die ganze Kreislinie zerfällt so in Klassen, die
keine gemeinsamen Punkte besitzen.

Ausjedet Klasse wählen wir.einen Repräsen-
tanten, welche zusammen die Klasse Z bilden.
Wir numerieren die rationalen Zahlen tt, 12, t3
... und betrachten die Klassen n, die durch
Drehung von Z um den Winkel 2lri ehtstehen.
Die Kreislinie wird nun eingeteilt in eine ab.
zählbare Folge von Mengen Z, 21, 22,.Zs ...,
die paarweise disjunkt sind, und jeder Punkt
des Kreises gehört einer dieser Klassen an. Fer-
ner sind alle Mengen Z, Zt, Zz .,. deckungs-
greidr, Gäb€ €s ein Mass, das auf Z definiert ist,
so mtlsste deswegen gelten: m(Z) - m(Zi) filr
alle i:1, 2, 3,.. Wegen (E-3) wäre
I - m(Z) + m(Zt) + m(Z) +. . .

Da es unendlich viele dieser Klassen gibt, er.
halten wir einen l|iderspmch. Die Annahme,
dass m(Z) existiert, war infolgedessen falsch,
Die Menge Z kann insofern nicht konstruiert
werden, als es keine Maschine gibt, die die Aus-
wahl eines Rcpräsentanten vornimmt. Die
Klassen sind nicht explizit genug, um ein Ver.
fahren vorschreib€n zu können. das die Aus.
wahl besorgen könnte.

Der höchste Berg
ist ein Abfallberg

tt. Das Eyerest-Basr'slager auf einer Höhe von
5334 m ü. M. wird seit Jahzehnten von allem
Expeditionen zum höchsten Berg der Welt be.
nutzt. Es ist auch das Ziel zahlreicher Trekker-
gruppen. Aus diesem Grund wurde es mit der
Zeit zu einer (wilden Kehricbtdeponie>, wo
sich Tonnen von Konseruendosen, Flaschen,
Plasticfolien, Papier und Medikamenten an-
sammelten, Vor kurzem wurde dieser Abfall.
berg von Mitgliedern des britischen Strvival
Club abgetagen. Diese Organisation setzt sich
weltweit aktiv fur den Schutz der Umwelt ein.

dass aus diesen durch Umordnen 1000 neue
Orangen derselben Grösse entstehen.

Es ist klar, dass diese Mengen äuss€rsl kom-
pliziert sind und dass die Zerlegung nicht mit
dem Messer durchftlhrbar ist, Sonst hätte dieser
mathematische Sachverhalt verheerende Folcen
tllr die Orangenproduktion, Fernq konnen ?ie
Mengen wegen der Eigenschaft (E-3) nicht
messbar sein.

für die Körper
Eigenschaften

nau etn enth:dh,

th

",.1
Äbb. 3. Die Menge besteht aus unendlich vielen eua-
drulen, deren Seiten jeweils um die Hlilfte verkürzt

ilnd.

Axiom scheint einleuchtend und wird
von

Bcweisen der
ln vie-
wurde

dass esAxiom schon
des for-

die
war. Und dennoch
Zweifel tiber seine Zulässigkeit

ftlhrt es zu

lassen.

.,.. Banach-Tarski-Paradoxien

erhalten:

schliessen,
paarweise

eln€ so ln
disjunkte Teile werden kann,

paradoxen Resultate sind nicht falsch
Vc lm Sinn, sie scheinen uns nur un.

wenn wir von den
gtiltigen

Sätze, die unserer lntuition vollkom.
von

Terlegungen in der Hbene

ln det Ebene sind <paradoxe> Zerlesuneen
niffi ffi.Eilnäffi äi!tc,-öa-s5Gi jedeFürir:
ordnung eine Menge vom gleichen Mass ent.
steht. In diesem Gebiet der Mathematik gibt es
eine Reihe von interessanlen Problemän, dii
teilweise bis heüe ungelös, sind. Eine hilbsche
Frage stammt von Tarski (1925): Kann ein
Kreis in endlich viele Teilmencen zerlest wer-
den, welche zu einem Quadrat iler gleichän Flä.
che umgeordnet werden können? Dieses Pro-
bleri'l$fnlcht zu verwCChsein mit der euadratur
des Kreises, bei der es darum geht, frit Zirkel
und Lineal ein Quadrat zu konstruieren, das
denselben Inhalt wi€ ein vorgegebener Kreis
aufweist 1882 hat Lindemann gezeigt, dass eine
solche Konstruktion nicht durchfi.thrbar ist.

Ktlnlich wurde von einem ungarischen
Mathematiker eine Lösung des Tarskr:Froblems
vorgeschlagen. Bevor sie in das mathemalische
Allgemeingut aufgenommen wird. muss sie sich
jedoch einer grtlndlichen Prüfung der Speziali.
sten unlerziehen.

Uteratü: S.Wagona The Bancch-Tarski paradox, Cam.
bridge University h6r 1985. R.M.F€nchi Th. Banach-
Tarski Theo.em, The Mathemati€l Int€tligencer Vol.10,
No.4, 198E, 2l-28.

Adresse dcr Autorint Matlenatisch€6 Institüt, Univ.rsität
Basel, Rheinsprung 21,4051 Basel.

viele Verontwortlich lür < Forschung und Technik>
Lucien Ttueb
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L.6.2 Allgemeine Masse

Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung des Konzeptes der Wahrscheinlichkeit,

zu den Massen. Masse sind nichtnegativ und o-additiv; hingegen muss das Mass nicht

1 sein; nicht mal endlich. Despektierlich ist die Wahrscheinlichkeit ein Spezialfall der

Masstheorie, bei der das Mass endlich, genauer von Mass 1 ist. Aber diese Sicht ist

polemisch, despektierlich und vor allem ignorant.

Definition L.zA fMass] ,Sea E ei,ne Menge und € ei,ne o-Algebra auf E. Dann

defini,eren wi,r:

o) (E,t) hei,sst Messraum; di,e Mengen aus t nennen uir messbare Mengen

b) Ei,n Mass p auf (E,t) i,st ei,ne Mengenfunkti,on pr,

wir uerlangen auch, dass p, o-addi,tia i,st:

t --+ IR.1 derart, dass p,(Q) :0 und

r,t/3

Erl

p,(u*A*): I F(A.),

zg,, 4(/):o
/'/4) :(b

TL laeffil
fz(4) *Ct /-/c e

wo di,e Folge An di,s.junkt aus t

c) p, i,st endli,ch uenn p,(E) < x z*eZ{-/P

)

d) p, i,st o-endli,ch, u)enn ei,ne aufstei,gende Folge Ei aus t eri,sti,ert derart, dass lJEa : fi
und p,(Ea) I x für alle i, ) I.

e) Das Tri,pel (E,t,p,) bezei,chnen uir als Massraum.

Wir sehen sofort, dass unsere Wahrscheinlichkeitsräume immer auch Massräume sind (vgl

Definition 1.7). Die endlichen Massräume sind insofern nahe verwandt mit Wahrschein-

lichkeiten, als dass jedes endiiche Mass p, rrrit Hilfe einer Wahrscheinlichkeit P geschrieben

werden kann:

p(A):u(E)P(AL füJ: #i ,..y'_L/o
Es gibt vor allem ein zentral wichtiges, unendliches Mass, welches wir für diese Vorlesung

brauchen. Wenn wir dieses haben, können wir weitere nicht-triviale Beispiele zu Definition

L24 anschauen und den obigen Begriffen ein bisschen Leben einhauchen. Es handeit sich

dabei um das Lebesgue-Mass.
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1.6.3 Lebesgue-Mass

In der Analysis wird das Lebesgue-Mass eingeführt. Die saubere Einführung des Lebesgue-

Masses dauert mehrere Stunden. Deshalb verzichten wir in dieser Vorlesung darauf. Es

ist auch so, dass man durch die saubere Einführung des Lebesgue-Masses nicht unbedingt

besser damit zu rechnen versteht...

4//"2 z?18""/&
um (1R,6(R)). Der folgende Satz garantiert uns ein Mass Ä aufWir kennen den

diesem , der dadurch zum Massraum (R,6(jR),4) wird. Das Mass ), dessen

garantiert wird, erwei,tert utseren bisherigen Begriff der Länge eines Inter-

Auf normalen Intervailen 1 -- lo,bl mit a, < b gilt XI) : b - a. a darf übrigens -oo
sein und b darf ebenso *oo sein. Die Länge wird dann *oo.

Satz L.25 [Existenz des Lebesgue-Masses .\] ,Aul (1R.,6(R)) eri,sti,ert ei,n ei,n-

deuti,ges o-endli,ches Mass A - das Lebesgue-Mass - derart, dass für jedes Interuall I ::
/

la,bl, a < b si,lt/ )(1) : b - a.
(- Ll&qh ag.r*- -t- :.-//'-/)

Wir haben in Definition 1.13 die P-Nullmengen kennengelernt. Analog definiert man jetzt

Definition 1.26 [Lebesgue-Nullmengen] Ei,ne Menge A e 6(R) hei,sst Lebesgue-

Nullmenge, u)enn )(,4) :0.

Bemerkungen zu fs/as (WT) und fü/ae (Analysis)

;/.*./ -L"y' n.-2..-/o--o-

"f-/'-eA*
**\,*

P4-7:4

(- \ 11,il : * i,/ o. 4 J -/ ah7r)
4,.4 V'l/ ;&.-/ u** *Vr' / *"
\ 1+):o kszfrdea

,rrde k@ .o./4 --,4>..2aä, ,(*-Z*-

atazA^a ß=-,'/*Vft *--4r. L./.'*/Ze-
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Lemma 1-.27 [Q ist eine Lebesgue-Nullmenge]

Beweis Lernrna L.27
o E,t-e .-.2-,/)-.//,/*...-. "-6,f ,U &*,.,{.?
o Q-*J.z{2,/6...- .: 6;)r.o
o /t, c> ,, ,/-, a /., - 

e'(a -:=, - * -= J ,rr,= f,, * €.,t8 ,,o*5/ *z

' > [q'7 - 
^ 
[,;: /, JJ 7?- > [/ "f] €^f,,- F",.,- ;rllco ( 

az*.2):Z f /9'- { ,. E , c) /-:ä**;ztz -,, A f6j: n;>4 \ +/ - ,/ - - /.-.d^*--..- .,L-44.J_. 
7.-/

" //4b./o'.oJ..e,n-

-,ue!, q-€.&fia)

-/UEV 4'-ul/-^, tr/x F *€.4,//oa-- Zry*_ (2.:Z)
-usQ. ,r,ä4t*/./ F-/o-/n*/oo.- Z^-o/L"-n/*Za- ?7 *Voo;

- us 
. E e- rG ko/,ä< E .1.-",. V aAZ.-"._ _ n/z.Z-.-V,_e "€ rr'4 A

,L rr.n/o,,o'y' /or".* *-.. .,e/,f2r;E 4_/.+;.._*kn_fL
-{-> Y

-/v8 u /Lb".y o' / Z/2.- -6-.142 -/=*;/Zn. Z .1.'.-'? /-,/*u* -4,:-,//*
*T:- 1-Z.Z' ft+zz.-Fozä",A &"/b"-,L fo..44 4*/o. Z6_ 4 *!r-
=k . */-4 Z,/ä.j a,e,/./,:, ü. &./**. /. ... e 4

Fangfrage zum Beweis von Lemrrra I.27: Q ist dicht in IR; haben wir damit nicht auch
ft4r bewiesen, dass lR. eine Lebesgue-Nullmenge ist? L.././.. / e -2/.*/Z -.- /t-.4* x eä 2..,4t/o6:fe(x_1 x*€)

' 14.1*/ ,,

,/,

"' E 7r1r/o o*./ri,.ä- Z/ > (rr) :- /-8" ,_;-.,/i1 4_e _ 1__): cv

a

//

v/ -26
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L.6.4 Singulär stetige Wahrscheinlichkeit auf R - Cantorsches Diskontinuurn

Wir haben bisher die beiden Typen von Wahrscheinlichkeiten "diskret" und "absolut

stetig" kennengelernt ("absolut stetig" war in der einführenden Vlsg WTS einfach "stetig").

Es war uns intuitiv sofort klar, dass man auch konvexe Linearkombinationen dieser Wahr-

scheinlichkeiten bilden kann. Jetzt kommt ein dritter Typ, dessen Existenz nicht offen-

sichtlich ist:

Definition 1.28 [singulär stetige Wahrscheinlichkeiten] Sez P ei,ne Wahrschei,n-

li,chkei,t und, Fp deren Vertei,lungsfunkti,on. Falls Fp stet'ig i,st und d'ie Menge der Wachs-

tumspunkte aon Fp Lebesgue-Mass 0 haben, nennen wir P si,ngulär steti,q

/1

Bemerkungen zu Wachstumspunkte von .Fp
o/ z/s? /t.-./"2/u,,.-t-u-/,f uoo 6 e> F(*r-e)_FCx_ t), o / €-> o
"/*' ,l/1ar+):r/"-4,,P*-//// tr//,j \ (Zr):* .16 (g,l;)

o o/a e,vss€- u".. o n-J./*."./***ef , *Zä*-- lz.Z.7e/*'

Man könnte Zweifel haben, dass so was überhaupt existiert. Zudem ist man versucht zu

formulieren, dass abzählbare Mengen immer Lebesgue-Mass 0 haben (das stimmt sogar

(unformuliertes Korollar zu Lemma L.27)) und überabzählbare Mengen nicht mehr Mass

0 haben. Zum Kontrast führen wir jetzt das Cantorsche Diskontinuum ein:

o __e_:fo, -fJ ; u-./7ey'-.'(e_ ,tz,ra*44ä- -:/ /.*6h- /?,zoän*,

, ./-zo/or,:(2, %)

/- ,- (v, "+ ) , 7-.,: (Z , ,6)

J' '-*(2r, "/== ) , J. .: (Z- %r) , Zr,--(2o, "z*) 4*,:E*_, -)i

o.a'1 m .s-L"//e- -":-/ (z ^--z) z^ä"--lä- -.-4ä.*-/,-*-4- i. 4 //-,,&e--
u,./ 2M,,.;;.24 Z/a*,,4= äz-V-_ 3-tYr

" ALL*-*41 fr.&.*ä-..2/o*A-)- 1-
31

d/o

tu -,1 a/- 2

- (n(. L J*u

-
,t- 4

() ()
ftl- 4 /z=-t

a

4u

?

"*"- ooo-r-/2.- ä'42-t
(,-/*/ o.'./'y'tV)

/ä'-6/





Welche Eigenschaften hat dieses Diskontinuum-? o € € -P fA ; 4n ,, (J "&, Z
//

o \fr", dJ:-4: \

"\f.-'=7- ^[üth- 4

o ä

o Z' .te- a&+-.6'*///.o:

/Ar*z
.4 ':? A f-J: g f: z*/ Aez**--,/lä o)

f-u a > f-J* 
^ 
f- a/ -Z z f-/-)-

M'z
n9 t* / * P t-. :i=(ä)":24- f,4

^-4

7--/ zJT = nz*

-J_

,';,/ ,/Zr*- , ./o ..&-ä/i.r.-_ t*-_IF,7 ,F-*- /.?p* G4.**/4e #n.)

r.,, 4J tr/r :ä 
f^0, p.,;,1

z. e/o, rlJ:,R
",tL'A LL./l- C4*L{/*rt

n*/,
" /*./^- K,*# ,V //t<

Satz 1.29 lvollständige
Iungsfunlction F kann als konaefre

werden. Dabei sinil Fa eine

Vert eilun g sfunlcti, o n.

" . -{*/n:ä t^. * ,

= ä,: 
? 

: " Lf ",azz?== ,,
Z : u'zttf o'Zcta '''';')

\ fr.,.-$,.*,&

o"o.,_

o,z

't? ,r 1z

L/4k

G -tr)
.4

G=z)

-är'-a/-4

o '-? Zd/-, z ---- ,o--I-'1 ..

#< : B (/.."*.L- .,,L4,y')

ö

(

t/l 1

O.c,o.

c

) o Vou.nLl4, //A/ < / </ o /fo,,rJl : //rf/
-*6-a2,6-z- +Z()-o E1.2*"-/ 

^(.)> 
6 +

- *&- <: .7&.t&t
1.6.5 Vollständige Klassifikation der

Wir geben noch ohne Beweis an:

"hl : /aIorzJ */ : /rv, ./J / .: /fr q a&*G,/.{.t-

p-r.4f:/Ya/-

auf (1R,6(JR)

der Wahrscheinlichkeiten] J ede Vqrtei-

F - aFa + bFo * cF, dargestellt

Fo eine absolut stetige und, F" eine singulör steti'ge

32



Welche Eigenschaften hat dieses Diskontinuum?

1.6.5 Vollständige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (lR, B(R)), ohne

Beweis

Satz 1.29 [Vollständige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten] Jede Vertei,-

lungsfunkti,on F lcann als konuere Li,nearkomb'inat'ion F : aFa + bF" I cF" dargestellt

werden. Dabei si,nd, Fa eine di,skrete, Fo eine absolut, steti,ge und F, ei,ne si,ngultir steti,ge

Vert eilung sfunlet'i on.

Worin liegt die tiefere Bedeutung dieses Satzes? Definition 1.18 (diskrete Wahrschein-

lichkeit) scheint einleuchtend (mit der Ausnahme, dass eine Wahrscheinlichkeit auf Q

diskret ist (obschon Q dicht in R.)). Danach folgt jedoch die irritierend indirekte Defi-

nition von absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten über die Verteilungsfunktion mit Hilfe

des Lebesgue-Integrals! Man muss also das Lebesgue-Mass kennen und das Lebesgue-

Integral, um die Definition von absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten zu verstehen - ist

das nicht Willkür, muss das so sein? Satz 1.29 ist dann jedoch so einfach und elegant, dass

das wohl der kanonische Weg ist, den eine höhere Instanz vorgesehen hat!
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1.6.6 Warum o-Algebren? 'Warum P auf 6(R) und nicht auf P(R)?

Man fragt sich als jungeR Studentln zu recht, weshalb wir diese o-Algebren g/ einführen

und nicht einfach ein P auf P(lR) definieren. Dazu ein paar Gründe:

1. Es funktioniert so, wie wir es gemacht haben (siehe bisheriges Kapitel). Dies tönt

defensiv-hilflos, in Anbetracht der Schwierigkeiten, welche sonst auftreten, ist es eine sehr

gute Antwort.

2. In der Finanzmathematik (allgemein in einer Vorlesung "Stochastische Prozesse, Martin-

galtheorie") betrachtet man nicht nur einzelne Zufallsgrössen X (siehe Kapitel2), sondern

garrze sogenannte Stochastische Prozesse )G. Bereits in der WTS haben wir am Rand

darauf hingewiesen, dass Zufallsgrössen X nicht beliebige F\rnktionen X : 0 --+ IR sind,

sondern sogenannt messbare Abbildungen sein müssen (das Urbiid muss in der a-Algebra

sein). Dies wird auch bei den Stochastischen Prozessen der Fali sein. Dort wird man aber

nicht nur eine o-Algebra haben, sondern eine ganze Folge von solchen o-Algebren. Diese

stehen in der Finanzwelt für die Informationsmenge - und die ist gerade dort sehr wichtig!

3. Der Hammer ist dann der folgende

A,,l/ -.'./t/5 =ul./u /rtty'tr '/nl
Satz 1.30 [von

I

der Konti,n

und Kuratowski (1929)] Unter Annahme der Gülti,gkei,t

es ke'ine auf ganz P(R) defi,n'ierte, o-addi,ti,ue Funkti,on Pe gi,bt

so, dass P[R] : I und für jedes r € IR gi,lt Pl{r}l:0.

Damit scheiden die absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten schon mal aus; diese geben

einzelnen Punkten immer Wahrscheinlichkeit 0. Damit haben wir auf ganz 2(lR) auch

keine Normalverteilung. Die Service-Vorlesungen in Statistik für Ingenieurlnnen, Natur-

wissenschaftlerlnnen, Oekonomlnnen, Soziologlnnen und Psychologlnnen sind in diesem

Punkt also regelmdssig falsch. Hingegen wird es kaum jemals Probleme geben, da die

Mengen zwischen 6(1R) und 
"(R) 

meines Wissens NIE in der Praxis auftreten.

\Mas, wenn wir die Kontinuumshypothese nicht annehmen wolien? Solange es zwischen N

und lR nur eine endliche Kaskade von verschiedenen Mächtigkeiten gibt, gilt ein analoger

Satz.
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L.6.7 Das Banach-Tarski-Paradoxon

Der folgende Satz benötigt im Beweis das Auswahlaxiom und sonst lediglich die akzep-

tierten Axiome der Mathematik. Dann ist der Satz mathematisch richtig, aber schwer

nachvollziehbar (vgl. auch Artikel in der NZZ von Frau Prof. Bandle):

Satz 1.31 [Banach-Tarski-Paradoxon] Sei, K ei,ne Kugel zrn IR.3. Dann eristiert

ei,ne Zerlegung

K : AtU AzU ...1J A* U Br U BzlJ ...IJ Bn

uon K i,n paarwe'ise di,sjunkte Tei,lmengen A;,Bi d,erart, dass wi,r dami,t 2 neue Kugeln K
glei,cher Grös s e zusan'Lrnens etzen können:

K : A\u A;u ...u A;

und

K : Blu Biu ...U B'*,,

wo Aa kongruent zu A| i,st und B5 kongruent zu Btr. Di,e A| bzw Bt, si,nd wi,ed"er di,sjunkt.

1.6.8 Wichtige, nicht behandelte Probleme (.n./*,21/'
//

1. Man kann sich fragen, ob es zwischen 6(R) und P(R.) etwas " relevantes" ? Die

Antwort ist klar JA: Wir haben in Satz 1.25 die Existenz des Le lediglich

auf (1R.,6(R)) garantiert erhalten. Wir sagen jetzt, dass eine Menge zum System 6(R)

) g"hört, falls 2 Borel-Mengen A, B derart existieren, dass -4. C A C B mit ) (B\Ä) : 0

Das System B(re) heisst das System der Lebesgue-Mengentnd, ist eine o-Aigebra (kleine

Übungsaufgabe). Damit kann man also das Lebesgue-Mass natürlich auf B(re) fortsetzen;

man spricht dann von einer Veruollstrindi,gung vofr Ä. Wir haben damit folgende Kaskade

von Systemen:

6(R)EB(R) E2(R)(-- Lzk/,
Die im Artikel von trYau Bandle Vitali-Menge ist ein Grund für das Ietzte " Q"

(Beweis in Vlsg falls Zeit). (R) in dieser rörlesung kaum benutzen, aber in

der höheren ist es notwendig, sich damit auseinanderztsetzen.
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Wahrscheinlichkeiten

2. Wir haben - nicht nur beim Mass - die Existenzfrage von Massen und vor allem

Dabei ist es meist einfach, Wahrscheinlichkeiten

auf einfachen Systemen zu definieren und deren Existenz und Vereinbarkeit mit den

Axiomen der Wahrscheinlichkeit zu beweisen. Dass diese Wahrscheinlichkeiten dann aber

zum Beispiel sinnvoll auf ganz 6(R) erweitert/fortgesetzt werden können - das ist lang-

wierig. Die Beweise (Fortsetzungssätze) gehören in eine Vorlesung über Masstheorie.

iJ
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