Wahrscheinlichkeitstheorie
Dr. C.J. Luchsinger
1 Wabhrscheinlichkeit
1.1 Zufallsexperiment, Ereignisraum, Ereignisse

Um Zufallsexperimente zu modellieren, in der Sprache der Mathematik zu beschreiben,
fithren wir folgende Objekte ein: €2; mathematisch ist dies einfach eine nichtleere Menge.
Sie steht (aus Modellierungssicht) fiir die Menge der Versuchsausginge; wir nennen sie
auch Ereignisraum [engl Sample Space|. Es findet jeweils in einem Experiment genau ein
sogenanntes Elementarereignis statt [engl (elementary) Outcome], z.B. wy € 2 oder wy €
etc. Ereignisse [engl Events| sind spezielle Teilmengen von  (Vorsicht: nicht irgendeine
Teilmenge; wir miissen dem Ereignis auch eine Wahrscheinlichkeit zuordnen kénnen - siehe

spater).

Die meisten Ereignisrdume sind aus einer der folgenden Liste (wird in der Vorlesung aus-

gefiillt):
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Wir wenden uns jetzt den Ereignissen zu, also speziellen Teilmengen von §2. Wir wollen

ab 1.3 diesen Ereignissen auch eine Wahrscheinlichkeit zuordnen.

Nebenbemerkung: Wir miissen uns in einer Mathematikvorlesung mit der Frage auseinan-
dersetzen, welche Verkniipfungsoperationen mit Mengen zugelassen sein sollen. Wenn wir
hier nicht vorsichtig sind, konnen iible Sachen passieren; mehr dazu am Schluss dieses
Kapitels. Wenn Sie jemals Serviceveranstaltungen fiir andere Studiengéinge halten (v.a.
Biologie, Medizin, Geographie, Psychologie, Soziologie), sollten Sie diese Diskussion nach
Moglichkeit vermeiden; in den Ingenieurwissenschaften, Physik und quantitative Finance

kann es notwendig sein, dass Sie dies kurz besprechen.

Da Sie bereits eine einfiihrende Veranstaltung in diesem Gebiet gehort haben, kénnen wir
uns die elementaren Verkniipfungsoperationen wie AN B und A U B sparen und gleich zu
den verbleibenden, fiir uns neuen Verkniipfungen schreiten, welche wir spater da und dort

benotigen:

1) AAB := (A\B) U (B\A) ist die sogenannte symmetrische Differenz; ein elementares

Ereignis soll dabei in A oder B sein, nicht aber in beiden. 7,
L%

2) StudentInnen, welche bereits die Vorlesung angewandte Stochastik besucht haben, ken-

nen die folgenden beiden Mengen:
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Wir miissen uns dariiber unterhalten, was diese Gebilde denn sind:

B Lagi, boidehicd s Lifltl o covibin b Fifulive A, A4,

~ /7 . 7 / /
 icss e kool it A s Al el iy Nrgo Al e el

7

(U/’>”(U/’>n T4

w=3
(28 # bou) wninilil ofl m/ai A =S%, =0f )
@ ép’ﬂé MAk*r/ Fuar -“?af/é&*/éﬁ 0/4-41‘— Loy zfx.r:ré ,‘7/ e i fﬂ"xﬂ{;é’-&é
Arseohhine Ao pudliihen Mugedf ) ) A7 ,{) 7, / 4)
a " n:--: &7 -
wl (14, , wd 0 E PRV /) A n,,///pm,wa)
oy

/z-é:) Nic £ //ﬂﬂﬁd{am i Oy f)g‘.—:()jw.:: L,)



/ / s v — 7
=z /M/f/ 7 /&tz;r’zy/nj’;__ o %qéﬂ/ __4 /' 7o _( y, __fr N4

\Q——&a-_ ﬁ?éfﬁ"%-é&
(= /”/7 =, WM 0‘7"““' ”"%

e /14/’7_:-1/ ‘
s e -:{:;4 —2rpe /K/k /A’;a}) __j letriode —f/ﬁa//‘f/v’/
\ — e &fmf&-—ﬂ‘f{(‘{/— M)/ ﬁ-&f/

Ay /_/// L’//,/— g C_ P A 7%(«://

o kel o, . = Ao /“//%/é>h]) 7

0 =P o [l

¥ croirethisr cahitoect

/
P > —_ — ol
2 = [—54 //{u-‘-rwf/::rn., =/¢1ﬁ'/%~ = &
" -

[} /tfr_:ma ?/m/«/ﬂ", /9;,;_,@_‘ &‘_ /@j
© ‘/‘W’/ /&f.lfé%fé— EMJ‘/&"%F%é CCBYir Lprs ‘1/{% WJ‘J a// g
/_.S.rpéacl/f(f ..__sw.;.‘/.a.. / ,«.a._)

/
/m-r»//a Y & L ééé,_ &L S L,

= rier g, ﬂ/y

>/m P =
./ L, Z /m o %; tickle sgerclone QMOM/
: L =4

%é/ othrce WT bz, /é‘é{:ﬁé«é/a’

/‘”ﬂ& s
ok WTS: fle AT cifida A —tie of —
I AN &:=LL 2 ~,78,




S

£ A0

Wir definieren, dass eine Folge von Ereignissen A1, Ao, ... gegen A konvergiert, notiert als

lim A,, = A,
. . . 'rﬂ«zéf P .rﬂ}//J"é_‘___/.:/ AQ’ ”Z"/é"%épﬁ
wenn limsup,, A, = liminf,, A,, = A. Sie zeigen in den Ubungen, dass monotone Folgen
von Mengen in diesem obigen Sinne konvergieren (wogegen?).
S AS
Wir fassen die mengentheoretischen Ausdriicke und ihre Bedeutung fiir die Wahrschein-

lichkeitstheorie in folgender Tabelle zusammen:

Symbol Mengentheorie / Bedeutung fiir die WT

Q Menge / Ereignisraum, Menge der Versuchsausgéinge
w Element von Q) / Elementarereignis, Versuchsausgang
A Teilmenge von  / Ereignis; falls w € A, sagt man, dass das Ereignis A

eingetreten ist

A° Komplement von A / kein Elementarereignis aus A findet statt

ANB Schnittmenge von A und B / ein Elementarereignis aus A und B findet statt
AUB Vereinigung von A und B / ein Elementarereignis aus A oder B findet statt
A\B A ohne B / ein Elementarereignis aus A tritt ein, aber nicht aus B

AcCB A ist Teilmenge von B / Wenn ein Elementarereignis aus A stattfindet, dann

immer auch ein Elementarereignis aus B

limsup, An Nhes Uney An / Ereignis, bestehend im Eintreten von unendlich vielen der
Ereignisse A;, As...

liminf, A, UjeqNowey An / Ereignis, bestehend im Eintreten aller Ereignisse A;, Az...,
mit eventueller Ausnahme einer endlichen Anzahl

0] leere Menge / unmogliches Ereignis

Q ganze Menge / sicheres Ereignis (etwas muss passieren)

In der Literatur trifft man haufig folgende Notationen noch an: U fiir disjunkte Vereinigung,

AB fiir die Schnittmenge, A + B bzw )_, A; fiir disjunkte Vereinigungen.
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Sod Lot
Manchmal erlebt man den Umgang mit Funktionen einfachey als den mit Mengen. Weil wir
Gott sei Dank eine 1 zu 1 Beziehung zwischen Mengen und/Funktionen herstellen konnen,
diirfen wir vieles auf der Ebene von Funktionen erledigen statt auf der Ebene von Mengen.

Die 1 zu 1 Beziehung ist denn einfach die Indikatorfunktion einer Menge:

_J1 falsweA
la(w):= {0 falls w ¢ A.

Wir wollen diese Funktion erstmal ein bisschen kennenlernen; in der Klasse: welche der

folgenden Ausdriicke sind gleich?

14uB,1ae,min{la,15},14a8,14np,1 —14,max{14,15},141p,|14 — 15|
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1.2 Spezielle Mengen von Mengen (o-Algebra, Dynkin- und n-Systeme)
1.2.1 o-Algebren

Wir wollen den Ereignissen (z.B. A aus Q) spater eine Wahrscheinlichkeit (P[A]) zuordnen.
Wenn wir mehrere Ereignisse vorgegeben haben, wollen wir auch die Wahrscheinlichkeiten
von deren Vereinigungen, Durchschnitten oder Komplementen angeben kénnen. An die
Menge der Teilmengen von (2, welche wir untersuchen, stellen wir also ein paar wenige

Bedingungen:

Definition 1.1 [o-Algebra] Ein Teilmengensystem A von Q heisst o-Algebra, wenn
folgende 3 Bedingungen erfullt sind:

a) e A
b) Ac A=>A°c A
C) Al,Az,...€A=>Un21An€A.

1.  Wieso muss ¢ immer in einer o-Algebra enthalten sein?

a/efa«-a} £.2) . o= 0°

2. Welches ist die kleinste o-Algebra tiberhaupt?

A=ls =]

3. Wieso muss mit A und B immer auch AN B in einer o-Algebra enthalten sein?
) A ed = A e L
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4. Welches ist die kleinste o-Algebra, welche Ereignis A enthilt (von A erzeugte o-

Algebra)? (//= //&f 2, /Q/C_f
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Falls |Q?] = n < o0, so hat die Potenzmenge von € bekanntlich Kardinalitat 27, ist also
wiederum endlich. Man kann also im Fall |Q2] = n < oo einfach als A die Potenzmenge
von {2} wahlen und muss sich dann nicht mehr sorgen, dass man allenfalls eine Menge

untersucht, die gar nicht mehr in der o-Algebra drin ist.

obsodee P2 LA o S futo”

Nebenbemerkung:—er naive Wunsch, im Fall 2 = R als o-Algebra einfach die Potenz-

menge 1 R zu nehmen, ist zwar verstindlich, fiihrt aber zu unerwiinschten Resul-
taten. Wir werden am Ende dieses Kapitels diesen Punkt kurz diskutieren (Satz 1.30
von Banach und Kuratowski). Wenn Sie also jemals in Service-Veranstaltungen Nicht-
Mathematiker/innen unterrichten, sind Sie realistischerweise gezwungen, bei der Einfiih-
rung normalverteilter Zufallsgrossen zu mogeln: Sie kénnen nicht fiir jede x-beliebige
Menge B aus R angeben, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine normalverteilte Zu-
fallsgrosse X Werte in B annimmt. Es kommt dann namlich vor, dass die normalverteilte

Zufallsgrosse X einzelne Punkte mit Wahrscheinlichkeit grosser Null annimmt. Dies ist

nicht das, was wir unter einer normalverteilten Zufallsgrosse verstehen wollen.

Wir miissen uns also einschrianken; man nimmt statt der Potenzmenge von R die sogenann-
te Borel-o-Algebra B(R). Sie ist per Definitionem die kleinste o-Algebra auf R, welche alle
geschlossenen Intervalle enthélt. Die Mengen aus B(R) nennen wir Borel-Mengen. Man
sagt auch, B(R) wird von der Menge der geschlossenen Intervalle erzeugt; mehr dazu in

den Ubungen.

Wir wollen B(R) ein bisschen untersuchen; was ist darin alles enthalten?
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1.2.2 Dynkin- und 7-Systeme

Wenn Sie ein komplexes, abstraktes Mengensystem dahingehend untersuchen miissen, ob
es sich dabei um eine o-Algebra handelt, kann dies auf direktem Weg sehr schwierig sein.

Die folgenden Mengensysteme kénnen hier helfen:

Definition 1.2 [Dynkin-System, auch d-System oder Monoton-System] Ein
Teilmengensystem D von ) heisst Dynkin-System, wenn folgende 3 Bedingungen erfillt

stnd:
a) QeD
b)) Ace D= A°eD
c) A1, A, ... € D, paarweise disjunkt, = Up>14, € D.

Untersuchen Sie den Zusammenhang zwischen Dynkin-System und o-Algebra.
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Lemma 1.3 Sei D ein Dynkin-System. Dann gelten:

1. A,B € D und A C B, dann gilt auch B\A € D [Stabilitit des Dynkin-Systems bei
Bildung eigentlicher Komplemente/

2. (Ap)n eine monoton wachsende Folge aus D, dann gilt U A, € D. ﬂ(ovo-ﬁw-fyrﬂ-)/

Beweis Lemma 1.3 /(sdcols ochina Am%.)
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Wir ziehen hiermit gleich mit der Definition eines d-Systems aus Karr Seite 21:
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Definition 1.4 [7-System, Durchschnittsstabilitit] Fin Teilmengensystem C von
Q heisst w-System oder durchschnittsstabil, wenn mit A,B € C auch AN B € C.

(22 [osd/ocsl olgfic 7-spcons) —» Eomuidoe ()

Satz 1.5 Ein Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es auch durch-

schnittsstabil ist.

Beweis Satz 1.5
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Wie bei den o-Algebren, die von Mengensystemen erzeugt werden kénnen, kann man auch
Dynkin-Systeme von Mengen erzeugen; analog gilt hier per Definitionem namlich: Sei U
ein Teilmengensystem von 2. Dann ist per Definitionem D(U/) das kleinste Dynkin-System,

welches U enthiilt. Es gilt dann der zentrale

Satz 1.6 [Monoton-Lemma fiir Mengen] Sei C ein w-System. Dann gilt:

D(C) = U(C)' [(‘ /-;‘ Vz J\“"/I“”///7
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1.3 Wahrscheinlichkeit P[.]

Definition 1.7 [Wahrscheinlichkeit P] Eine Wahrscheinlichkeit P ist eine reell-
wertige Funktion auf den Mengen aus A. Dabei missen folgende 8 Bedingungen erfiillt

a) Ac A= P[A] >0
b) P[Q] =1

c¢) Sei {A;}3°, eine abzihlbare Folge von disjunkten Mengen aus A, dann muss gelten:

oo

PlUR, Al =) P[Ai].

i=1

Man darf in Definition 1.7 ¢) z.B. auch A; = ¢,7 > 3 wihlen!

Man nennt das Tripel (£2,.A4, P) auch Wahrscheinlichkeitsraum; auf englisch Probability

Space. Eigenschaft ¢) nennen wir o-Additivitat.

Wir betrachten ein paar einfache Beispiele; mehr in den Ubungen: ~/ 4
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Aus Definition 1.7 lassen sich niitzliche Eigenschaften ableiten, welche wir im folgenden

Lemma zusammenfassen.

Lemma 1.8 [niitzliche Eigenschaften von P] Sei (9, A, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Mit A,B € A, (A;)}, eine endliche und (B;)$2, eine unendliche Folge

von Ereignissen aus A gelten folgende Aussagen:
a) Pl¢] =0

b) [endliche Additivitat] Sei {A;}}_, eine endliche Folge von pw disjunkten Mengen

aus A, dann muss gelten:

PUR, A =) PlAj).
i=1
Daraus folgt auch das ”Prinzip der Gegenwahrscheinlichkeit”: P[A] =1 — P[A“].

¢c) A C B = P[B] = P[A]+ P[B\A]. Damit ist P insbesondere monoton in dem
Sinne, dass A C B = P[A] < P[B]
e feltf LpppuelV Feili.
d) P[AU B] = P[A]| + P|B] — P[AN B]. Damit ist P sogenannt (i endlich ) subadditiv:
P[AUB] < P[A] + P[B]. J__i___ﬁ___ﬂ{f bl o s
I ,, S1eh e eas

e) Sei {B;}2, eine abzdhlbare Folge von Mengen aus A, dann muss gelten:

PluX,B;] < ZP[Bi]. (Boolesche Ungleichung; subadditiv)
i=1

Beweis von Lemma 1.8 Diese Beweise haben wir zum Teil schon in der WTS in den
Ubungen besprochen. Sie sind jetzt in den WT-Ubungen im ”Must”-Teil angesiedelt. Im
Gegensatz zum ersten Semester wird jetzt auf die strenge mathematische Beweisfiihrung
(jenseits von anschaulichen Venn-Diagrammen) Wert gelegt. Die obigen Aussagen sind so
einleuchtend, dass man sich (als MathematikerIn) bewusst sein muss, dass sie trotzdem zu

beweisen sind!
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Satz 1.9 Sei P eine nichtnegative, endlich additive Mengenfunktion auf A mit P[Q)] =

1. Dann sind die folgenden 4 Aussagen dquivalent:

a) P ist auch o-additiv (und damit eine Wahrscheinlichkeit),

A L P
b) Mit A, T A in A gilt auch P[A,] T P[A],

c) Mit A, | A in A gilt auch P[A,] | P[A],
d) Mit A, | ¢ in A gilt auch P[A,] | 0.

Die Bedeutung dieses Satzes liegt in folgendem Punkt: endliche Additivitat halten wir
sofort fiir eine sinnvolle Anforderung an ein sinnvolles P. Schwierigkeiten hat man allen-
falls mit der weitergehenden o-Additivitdt. Obiger Satz sagt, dass dies die gleich starke
Forderung ist wie Forderungen b), ¢) und d). Dies sind jedoch Forderungen nach einer

(monotonen) Stetigkeit von P, welche wir eher akzeptieren konnen.
Beweis von Satz 1.9 ~/ f?%/"?‘) 59&’/) :7“)
D L A > A= LN g ) e &=

2] //g,//\ A4 N=2_ 2L h~ 4]
) (G

Y Z
, > _ E/T_P[/,{\//Mj =/ Z_/[/J /’@-j)

N ~p e
B~y e

, - - ~ 4 ///i)
5/;:—; /7 //[
W3 e / _/ / (.fkf/ Haice A D~ A?/r Wﬂ(é‘f‘,p/ /Z, ///Jc)

- j/ elow wen Lle | s (UL A7)

r&)—’” = ) o s AL el

‘/'70/) /)/_r/é?e?»//
._/F? / e Szl ///); i oG fonl P /ﬁ/ — A
/ﬂ;f”f //) \ ,@//{f‘/ué VR PN az/' T

L A=A /<z//)/=-=z LA 7T 4]

i=ar
= (J e gle z///
e«.—'/,f): Skt = Z /D[/j -

/gﬁ S&é‘éff P73 4 /4:\‘ .r.// =, --‘/ﬂ.—;[i,,ﬁ. 7

Xy —2 X, _ //x‘,) ——7;Af‘3) /'Wo/@.

sz«wﬁ%f///g
2 b i ? ) A=A = /’f/cjf P/
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S ——
Als Vorbereitung auf den kommenden Satz: konvergiert /,Z_»,,-/_. A, = Jo, z]

T
[, e L
An T |: n 72 + n :| ktr/; 4 /OIZ)
= é)n-.e, %MV&
und wenn ja, wogegen (vgl p 4 oben)? ’ 7=
| 2ot PLLS], Al]]>o
é"é‘z L’ oy
Satz 1.10 [Stetigkeit von P] Es gelten ‘{';T_y i P J:;‘ﬁ 73
/. Z s

P[liminf A,,] < liminf P[A,] < limsup P[A,] < P[limsup A4,]

und damit: falls A, — A, dann auch P[A,] — P[A].

& = C&rEPE Creen -

Beweis von Satz 1.10

T Serwcoe Mééaﬁ
Tl T it bimptodibley ;v s T G100 A Tt 7]
(/4/ cor Aogeoe )

4.:,,;/% .

o A Uﬁ/ L ¢Z )4 =

k=7 wz&L h2>4r

o Lol cogpin Lo £ P, )

LA </ 4] i)

= e A 4] . bt 7). ]
; e “~,

C-——-y_._...-f'

(04 % a-gp
R_,)?
et L ey A

el AT

"’Jﬂré-/j/é) 4/,,
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Satz 1.11 [Borel-Cantelli I - wichtig fiir Konvergenzaussagen)]

> P[A,] < 0o = Pllimsup Ay] = 0. (BC —1)

n=1
Es folgt wegen Satz 1.10 automatisch auch limsup,,_,., P[4,] = 0 und damit auch

limy,, o P[A,] = 0; spitestens jetzt sollte dies an ein Resultat aus der Analysis I erinnern!

Die Hauptaussage (BC-I) ist jedoch flexibler einsetzbar, da der limsup sehr umfassend ist.

Beweis von Satz 1.11 ot /C//Z;),‘ N /) VA,
[ ™ h=t fon
Qﬁfé A yr:)

/3/;;'—’77 /{,j=/7[ﬁw U A (=t 7 4]

G =y
L h-— o= i

€ fow S/ 4] O

by = o= - =
( Lc. e 43: /’//4‘;'\7(“,
Loollen o
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Satz 1.12 [Eindeutigkeit von P] Sei A eine o-Algebra auf Q und S ein w-System
derart, dass o(S) = A. Seien nun Py, P, Wahrscheinlichkeiten auf (Q .A) derart, dass
Py =P, auf S, dann P, = Py auf A. P e L=P

Beweis von Satz 1.12

-} Z@é’zr ae;/ /I/awaféhﬂlt—r«m //L(% /_5}/743 //f/

a <

Scut=ly 4 S L) = /g//}/z e
2 Bfn T Bl A=) D) <M
ot C-2¢6s) ki,

Sl vr s A W o A '
PP LB Gelle o (7)) o =1

C AENT = ) //)—>/— 5 (#) = //ﬂ/%)
Flr) = A7)

S Semsropn

= A4 < en
L P
l///d o

//’r é"‘_,-{{/'/,’f’f.y J/d\- // [& éé‘-—e 4&5 p‘r%éﬁfé:”ﬂ-«_/’é]

T 4 2 2L A)-Z » [%7;{”/..%?; )

o= /'l de = =
/3 /.ré é“‘A,;g/ / ﬂ Pz LF é,,/
A c AL )
</ "4 e AL
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1.4 Wahrscheinlichkeiten auf R: (R, B(R), P)
otz 7+ F
g WTS kennen wir bereits die Zufallsgrosser

Aus der Vorles welche wir in Kapitel 2
Wahrscheinlichkeiten auf

(R, B(R)) - und dies ist Grund genug, bereits jetzt in Kapitel 1 die Wahrscheinlichkeiten

intensiv stydieren werden. Deren Verteilungsfunktionen si

auf R ein bisschen genauer unter die Lupe zu nehmen. Bevor wir dies tun, wollen wir noch

sogenannte Null-Mengen einfiihren:

Definition 1.13 [P-Nullmenge, P-fast sicher, (P-f.s., P-fs, fs)] Ein Ereignis A
gilt P-fast sicher, wenn P[A] = 1. Hingegen ist A eine P-Nullmenge, wenn P[A] = 0.

Paar kleine Bemerkungen:

Gilt zwingend A = Q bzw A = ¢? L&/

Lg 4. JZ:ZQ//,Z] ) Pl of J=0 £ /D[//-/J:—ZZ é/,’g///,zf
/ A=PRL) ; Afrof oS =r p )

oo At L LEAS

A&w 5/,%/;74’/ é:: //r:/ty’ o @/;;;zﬂ.«é. % :r/ / v, _!2 /3

)(24/4 e

be! O bt/ lsdiiey”

5”'1?-’*,_‘(/ bmj»/j/ﬂ//r/:/( //‘{_“/',c/ /(/-V/(/, Ty
Ay o Mloyt) ; P K=l fev) ) =0 [0

/ %
I/ K foh) = f*jv‘é & eccoed P[}(é/f’\ Qj—z‘-—//qér.
(/i) emn gl £z X ~o=
.i‘._,r:/‘-} (& = oot
Gt AR =N /;/ o) < ﬂ\j/ 74(«,7,75
s =

52

Lot g A/! Ereee (’/-:.'_3"_ 18

(= .I-‘ c

cHN @7

”

LX) e\ g

Aps=/c)j “—=7/9ZA~/ = @3/{_(/{%&?&)

/e by :
le {//Wﬁ‘e&

Va é"/d Ceroz iy LEC Ty,

>—(—2 47-7%/' é/?//f/ —‘??'/7// ef _1*64

/
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Von Satz 1.12 wissen wir, dass nge/u,chcmhchkelt P auf (R, B(R)) durch die Werte

auf den Intervallen der Art (—oo, t] eindeutig determiniert ist. Es lohnt sich deshalb, diese

(aus der WTS bekannten) Gebilde genauer zu untersuchen. Dazu definieren wir erstmals:

Definition 1.14 [Verteilungsfunktion von P)] Die Verteilungsfunktion von P ist

die Funktion Fp : R — [0, 1], definiert als Fp(t) := P[(—o0,t]]. Wenn es klar ist, konnen

wir die Indexierung in Fp auch lassen und nur F' schreiben. /:/_" V7

gﬁ /D e J‘ i /Zzw/%’mzx—-—a% et

gl B RS
—~7 t“?r = > é

Achten Sie bitte darauf, dass wir in Kapitel 1 die Verteilungsfunktionen unter suchen, ohne

Zufallsgrossen zu erwéhnen (ausser zur Motivation)! Wir lernen jetzt die Verteilungsfunk-

tionen ein bisschen kennen. Es gilt

Satz 1.15 [Eindeutigkeit F, P] Wenn Fp, = Fp,, dann gilt P, = P; auf B(R). G/w@

Beweis Satz 1.15 J‘—Zj‘(”/é]/q‘éj G 7T~ Sl /(/M
o*‘(;) =Bw)
o Srl AAL : pas el P E?(—-:-/};‘“ é/@f/ =/2 QZ/{;ZI

Aaph] (o] (o af L (T apo]e oo ]
ol AL )

6L 8l) =2 C—oo 4N (—om, T2 T D D)

= ) o » -
A (4 b e (D= E =/ [~ 4]} [t s <T)
=4 fla.é]] Aericatine.

Wichtige Folgerung fiir die Anwendungen: In der Visg WTS und in der Ausbildung

anderer Studiengéinge lernen die StudentInnen zum Beispiel die Wahrscheinlichkeiten der

Normalverteilung iiber die Normalverteilungstabelle (meist hinten in Statistik-Biichern)

kennen. Man konnte sich fragen, ob durch diese Tabelle (abgesehen von der Maschenweite

des Gitters; beachten Sie auch die Monotonie von F') P eindeutig festgelegt ist. Satz 1.15

bejaht dies auf B(R). B(R) enthélt aber alles, was AnwenderInnen ausrechnen wollen:

Komplemente, Vereinigungen, Schnitte.
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Der folgende Satz ist bereits aus der WTS bekannt; wir formulieren ihn nochmals und

beweisen ihn unter Einsatz der bisherigen Resultate.

Satz 1.16 [Elementare Eigenschaften von Fp| Sei Fp die Verteilungsfunktion

von P. Dann gelten:

a) Fp ist monoton wachsend; damit existieren ]ewezls die Limiten von links und von rechts

%ﬂgym ¥ 4

b) Fp ist rechtsstetig; a) und b) heissen zusammen vom Franzdsischen: ”cadldg”
C’// Jﬁ'ﬁ/ ’Qéﬁ-_/’

¢) limy—,_oo Fp(t) = 0 und limy_, o, Fp(t) = 1.

Beweis von Satz 1.16
forn o)

Psct = o, f /_w,z_é]-_‘f_c/y;(co jéﬁ/{ M,fj—wfé)u—”/é)
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Ohne Beweis fligen wir noch an, dass jede Funktion auf R, welche die Eigenschaften
aus Satz 1.16 besitzt, eine Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeit P ist. Damit lassen

sich beinahe beliebige Wahrscheinlichkeiten entwickeln.

Satz 1.17 Sei F': R — R monoton wachsend und rechtsstetig mit F(—oo) = 0 und
F(00) = 1. Dann ezistiert ein eindeutiges P auf B(R) so, dass Fp = F.

Beispiel zu Satz 1.17

o f-@c/ > < b F/f)
0 7 < e /
o il tm
o FrE) I iy
-7 ‘>4 - ?
M . 2

s éﬁﬂ??u@— eder —-5—”74' _,”/,//7 a%’/// _-; /D é"” ey é/Z;'/ 47)

« L b )= L) =) 4ty C T, st (B

)
e 2 Y]
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Wir haben in der WTS 2 Typen von Zufallsgrossen kennengelernt: diskret und stetig.
Mittels der Verteilungsfunktionen dieser Zufallsgrossen erhalten wir mit Satz 1.17 also
damit auch 2 Typen von Wahrscheinlichkeiten auf (R, B(R)). Schon in der WT'S haben Sie
sich vielleicht die Frage gestellt, ob das denn alles sei. Mit wenig Nachdenken kommt man
schnell auf die Idee, dass man ja auch Linearkombinationen solcher Wahrscheinlichkeiten
nehmen kann (siehe auch Ubungsblatt 3). Haben wir damit alles? Die Antwort folgt erst in
1.6 (Vollsténdige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (R, B(R)). Wir wollen jedoch
kurz, halb zur Repetition, die beiden bisherigen Arten von Wahrscheinlichkeiten nochmals

anschauen.

Definition 1.18 [Diskrete Wahrscheinlichkeit] Eine Wahrscheinlichkeit P auf R
ist diskret, wenn es eine hochstens abzihlbare Menge C gibt, sodass P(C) = 1.

Beispiel zu Definition 1.18 , vorr oo Po(N) =2 o vors s Sidst,

o/’[/@zj”e—h% J 4 EW N >0 .a/ﬁéjzf o 25

%/’

= (://ya/ r//zr?Z/é{écy
A 6 ’£)

- - 2z = 172 s G

(7

Der folgende Satz ist derart anschaulich, dass er in der WT'S bereits unbewiesen (und
vielleicht auch unausgesprochen) benutzt wurde. Er besagt, dass diskrete Wahrschein-
lichkeiten endliche oder abzahlbar unendliche konvexe Linearkombinationen von Dirac-

Massen (Punktmassen) sind. Die Verteilungsfunktionen wachsen nur durch ”Spriinge”.
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Satz 1.19 [Charakterisierung von diskreten Wahrscheinlichkeiten] Fir Wahr-
scheinlichkeiten auf R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) P ist diskret
b) Es existiert eine reelle Folge (t;) und Zahlen p; > 0 mit 3., p; = 1 derart, dass P = :
Dibibe Soruillf sl Goi” SrstFin: [ AP = Sy (Gl G e E1D Bk, £ 2/4:,)

c) Es existiert eine reelle Folge (t;) und Zahlen p; > 0 mit Y, p; = 1 derart, dass Fp(t) =

Zi Pilys <ty 4 ) -
S/c ‘WMH__ —QQWJE‘@*

Wir lassen oben im Satz und unten im Beweis beide Fille zu: endliche oder abzahlbar

unendliche Folgen bzw. Reihen.

Beweis Satz 1.19
V=) S Sl eI o bty Wi £, T e il oo 0 £ Pl .
VZM-AQ?.. B g e
~Az] Zrs ot 7 ;
/2 ] P/é"/)(]—-:é’:/p[gﬂ/é;j]=z Al = Araf] S ()
; ter 85 Sd”

:P‘

Wwrc) Pl ew. 1) o1 2¢) -
e B (e JEm
: ‘ 4 24

c)s*?«) /D[ o _ , 7 ..
2= L4 feff~Z AL =Z [ty st J7Zr

.

5 ()= oo d]] ~
A Yy
Bemerkung/Warnung zum Wort ”diskret” in der WT und der restlichen Mathematik (zB

diskrete Menge): fad
ge) At cdidnh s S Cxenr Jeso, (=& ser £ )
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Wir wenden uns jetzt den stetigen Wahrscheinlichkeiten zu und préazisieren gleich mal:
ab jetzt heissen die stetigen Wahrscheinlichkeiten bzw stetigen Zufallsgréssen aus der WTS
absolut stetige Wahrscheinlichkeiten (bzw. Zufallsgrossen).

Definition 1.20 [absolut stetige Wahrscheinlichkeit] Eine Wahrscheinlichkeit
P auf R nennen wir absolut stetig, wenn es eine nichtnegative Funktion fp (Dichte von

P) auf R derart gibt, dass fiir alle (a, b

Pl(a,b]] = L / Te(t)t

Beispiel aus der WTSAE vow olae wxpr (X)) —ZL7 kra%é‘%’ O4 -« £

/”Z’_:(/Al. = 9_‘)\6-

<
6 /é} :ﬁe‘x_réé—_ I'{Bd

~(s)
)

& &

Bemerkung zur Dichtefunktion: fp(t) ist nicht eindeutig:

1) Das obige Integral ist ein Lebesgue-Integral (L-[, vgl Visg ”"Reelle Analysis”; siehe
auch kommende Seite); aber schon bei einem "normalen” Riemann-Integral, R- [, kann
man solch eine Dichtefunktion mindestens an endlich vielen Punkten dndern.

2) Bei Lebesgue-Integralen gilt das sowieso (vgl Vlsg "Reelle Analysis”).

3) Die Differenzen bei den diversen denkbaren f,’s betreffen aber lediglich Lebesgue-
Nullmengen (Forster Analysis 111, Sdtze 2-4 in § 7). / e oy y 4 _)g,,,/,é)

4) Man spricht deshalb auch von einer ” Version” der Dichtefunktion (und wahlt dann mit

Vorteil zum Beispiel eine stetige Version).
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Bemerkungen zur Integrationsart:

1) Das Integral in Definition 1.20 ist im allgemeinen Fall ein L- [.

2) Wenn der Integrand nichtnegativ ist (zum Beispiel bei einer Dichte), ist ein R- [ immer
auch ein L~ [ (die Umkehrung gilt nicht - damit ist das L- [ allgemeiner als das R-[).

3) Was wenn der Integrand auch negativ sein darf? —> Lottt Aa

4) In den Vlsg’en WTS, AS, SM und WT sind konkrete Integrale de facto immer R- |,
ausser es wird speziell erwéhnt. In den Beweisen sind es aber oft L-[. StudentInnen,
welche das L- [ noch nicht kennen, stellen sich ohne Nachteil einfach immer ein R- [ vor.
Falls fp(t) stiickweise stetig ist (endliche Unterteilung), ist ein L- [ immer ein R- .

5) Kontrastbeispiel: L- fol 1g(s)ds =  (L-[ aber nicht R- ).

6) Schema Integrationsarten, falls Integrand nicht-negativ:

/7] € [ferd] & (Hesi3 e[t fesrs] e [l ekt f 3T

7) 7 Stieltjes”-Integrale (Riemann-Stieltjes und Lebesgue-Stieltjes-Integrale) haben auf der
Basis (x-Achse) im Allgemeinen keine gleichméssige Gewichtung. Riemann- und Lebesgue-

Integrale schon. Mehr dazu in Kapitel 4.
Sie beweisen noch im Must-Teil von Ubungsblatt 4 folgende kleine Umformulierung:

Korollar 1.21 [absolut stetige Wahrscheinlichkeit und Fp] Eine Wahrschein-
lichkeit P auf R ist genau dann absolut stetig, wenn es eine nichtnegative Funktion fp

(Dichte von P) auf R gibt mit [*°_ fp(s)ds =1, so dass

Fp(t) = /_ fo(s)ds.

Damit kénnen wir also jede beliebige nichtnegative Funktion f mit ffooo f(s)ds =1 als
Dichte einer Wahrscheinlichkeit P auffassen - dies ergibt uns also ein grosses Universum

von Wahrscheinlichkeiten!
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1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit P[A|B]; Produktformel, Bayes und FTW

Diese Konzepte kamen schon in der Vlsg WTS (und AS) sehr ausfiihrlich zum Einsatz,
so dass wir nur als Repetition die Definition und die drei zentralen Regeln angeben. Kleine
Aufgaben dazu sind auf Ubungsblatt 4 zu 16sen.

Definition 1.22 [Bedingte Wahrscheinlichkeit P[A|B]]

P[AN B]

P[A|B] := PB]

falls P[B] > 0. Man nennt P[A|B] die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
Es gilt die sogenannte Produktformel:

P[A|B|P[B] = P|An B] = P[B|A]P|[A].
Der Leser / die Leserin zeige: P[.|B] ist selber auch eine Wahrscheinlichkeit.

Formel von Bayes: /4/&_‘.,44'_,4 ,2;9(_2 Y /’/_,//5)])

_ PlANB] _ P[BJAIP[A]
PAIPI==pB] = PEIAPIA + PIBIATPIAT

Lemma 1.23 [Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit FTW] By, B,, ...
sei eine Partition von Q (die B;’s sind disjunkt und U, B; = Q). Weiter sei fiir alle
B;,i > 1, P[B;] > 0 erfillt. Dann gilt fir jedes A € A:

PlA] =Y PlAIBIP(B] (FTW)

Ein analoges Resultat gilt auch fiir ejrie endliche Partition.

26
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1.6 Miscellanea; Sie finden hier Bemerkungen zu:

1.6.1 R

1.6.2 Allgemeine Masse

1.6.3 Lebesgue Mass

1.6.4 Singular stetige Wahrscheinlichkeit auf R - Cantorsches Diskontinuum
1.6.5 Vollstandige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (R, B(R))
1.6.6 Warum o-Algebren? Warum P auf B(R) und nicht auf P(R)?

1.6.7 Das Banach-Tarski-Paradoxon

1.6.8 Wichtige, nicht behandelte Probleme

1.6.1 R:=RU {—oc0} U {oo}

Mutti hat Thnen mal gesagt, dass Sie nicht ”durch 0 teilen” diirfen. Auch war es Ihnen
verboten, 0o 4 0o = oo zu schreiben, obschon Sie dies immer gereizt héatte. Hier diirfen Sie
solch schlimme Sachen endlich machen - vorausgesetzt, Sie beachten einige wenige Regeln.
Wir erlauben dies, weil sich dann einige Séitze eleganter formulieren lassen. Ayatollah’s

aus der reinen Mathematik sei versichert: unteres ist ganz koscher.

oo falls x€R und y =00 oder umgekehrt
oo falls z=y =00

Y= —oo falls z€R und y=-—00 oder umgekehrt
—oo falls =y = —o0.
(oo falls >0 und y= o0 oder umgekehrt
oo falls <0 und y=-—oc0 oder umgekehrt
oo falls t=y=00 oder z=9y=—-0

zy:=4 —oo falls >0 und y=—o0 oder umgekehrt
—oo falls £ <0 und y=o00 oder umgekehrt
—oo falls x =00 und y = —oo oder umgekehrt
L0 falls =0 oder y=0.

& {oo falls >0 und y=0

—oo falls z<0 und y=0
0 falls z€R und y = foo.

0o — oo diirfen Sie nach wie vor nicht machen; ebenso nicht +0o durch +oo teilen.

Y

Falls Sie Schwierigkeiten haben, sich etwas unter —oco und +o0o vorzustellen, ersetzen Sie
einfach —oo durch ”Velo” und +oo durch ”Maschendrahtzaun”. Es geht topologisch genau

so gut - aber —oo und +o00 sind anschaulicher.

2



Das Massproblem und seine Paradoxien

Von Catherine Bandle

Die Bestimmung

der Fliichen und Volumina von geometrischen Figuren hat zu grund-

legenden mathematischen Theorien gefthrt: Integralrechnung, abstrakte Masstheorie,
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sie hat auch zu unglaublichen Ergebnissen gefilhrt wie
das Banach-Tarski-Paradoxon, das besagt, dass sich eine Kugel so zerlegen und wieder.

tusammensetzen ldsst,
springlichen_entstehen,

Der Inhalt von elementaren Figuren

Das Problem, den Inhalt einer geometrischen
Figur in der Ebene oder im Raum zu messen,
beschiiftigt die Mathematik seit ihren Anfin-
gen. Die Linge einer Strecke ist bestimmt durch
den Abstand fhrer Endpunkte; das Rechteck
mit den Seiten a und b hat den. Flicheninhalt ab,
und durch Zerlegung (Abb.1) lassen sich auch
Inhalte von Dreiecken und Polygonen bestim-
men.

Im Raum ist die Volumenberechnung bereits
bei einfachen Karpern wesentlich schwieriger.
Bekanntlich st es nicht méglich, ein Tetraeder

- D
E o a4
4
A B
Dreieck ABC in Rechteck ABDE
G F
D|\ « % C
o LRy
-~ ~
~. o
~ - e
\\\ 4
S
” 3
A E B

I
D, A C
i +
4+ GH—} F
"f
e :
A H B E

Quadrate ABCD und BEFG zy
Quadrat HFID )

Abb. 1. Durch Zerlegung lassen sich Fldcheninhalte von
Dreiecken und Polygonen bestimmen.

in_Polyeder zu zerlegen und aus diesen durch
eschicktes Umordnen einen Wrfel zu bilden,

i Frage nach einer solchen Zerlegung wurde

1900 v Hilbert anlisslich des internatio-
nalen natikerkongresses in Paris aufge-
worfen . _ -« kurz danach von Dehn im negati-

ven Sinn beantwortet,

Die Inhalte von Figuren, die von krummen,
jedoch glatten Fllichen oder Linien begrenzt
werden, kbnnen mit Hilfe der sehr leistungs-
fihigen Methode der Infinitesimalrechnung be-'
rechnet werden, Die Grundidee, die dieser
Methode zugrunde liegt, wurde bereits von Ar-
chimedes 287-212 v. Chr. benilitzt. Sie beruht
darin, dass die Figur durch elementare Mengen
ausgeschoplt wird. Archimedes fihrie dieses
Verfahren fir den Kreis und den Parabelab-
schnitt durch (Abb. 2). Mit dem Kalkiil der In-

Abb. 2, Vergleich der Kreiiflidiche durch ein- und umge-

schriebenes Sechseck ergihu fiir den Einheltskreis die

Abschéitzung 3<n<3.46. Je felner die Einteilung,
desto genauer der Niherungswert,

dass daraus zwei Kugeln vom selben Volumen wie das der ur-.

tegration lassen sich die Inhalte der meisten in
der Praxis auflr den Mengen berech
oder numerisch beliebig genau approximieren.

Mit den grossen Fortschritten in der Funktio-
nentheorie und der Funktionalanalysis  am
Ende des letzten Jahrhunderts wurde es not-
wendig, auch sehr allgemeinen Mengen einen
Inhalt zuzuordnen. - ’

Abstraktes Muss

Bei der in Abb. 3 abgebildeten Menge ist es
naheliegend, ihr als Inhalt den Wert der unend-
lichen Reihe Fe= 14 (%R +(%2+(%P+...=%
zuzuschreiben, Wihrend wir uns in diesem Fall
auf die Anschauung stitzen konnten, versagt
diese im nichsten Beispiel g4nzlich.

Wie gross ist der Inhalt der Menge R,, die aus
den rationalen Zahlen, d. h. denjenigen Zahlen,
die sich als Quotient zweier ganzer Zahlen dar-
stellen lassen, im Intervall (0.1) bestehi? Ohne
Prizisierung des Inhaltsbegrifles lisst sich diese
Frage nicht beantworten.

Um den Inhalt einer Menge ~ heute ist es
Ublicher, vom Mass einer Menge zu sprechen -
im h ischen Sinn zu defini . missen
wir uns zunichst im klaren sein, welchen For-
derungen er geniigen soll. Der Einfachheit hal-
ber beschrdnken wir uns auf Punktmengen auf
Geraden, in der Ebene und im Raum. Wenn er
unserer naiven Vorstellung von L&n;c. Flache
und' Vol bei el B trischen Fi-
guren entsprechen soll, muss er folgende Eigen-
schaften haben:

(E-0) Das Mass einer Menge A = kurz m

- lst eine nichtnegative N

(E~1) Das Mass ist dimensionsabhingig. Das
|-dimensionale Mass der Einheitsstrecke ist 1.
Entsprechend ist das 2-(3-)dimensionale Mass

es Einheitsquadrates bzw. -wirfels 1.

(E-2) Sind zwei Mengen A und B

gleich, so haben sie dasselbe Mass.
(E<3) Ist die Menge A die Vereinigun
ns a aren @darwelse pun

. Namhafte Mathematiker haben sich mit der

Konstruktion von ! lergesetzt,
darunter Jordan, E. Borel und Lebesgue. Lebes-
‘gue entwickelte sein Mass im Z h

Aus jeder Klasse wihlen wir einen Reprisen-
tanten, welche zusammen die Klasse Z bilden.
Wir numerieren die rationalen Zahlen ry, 3, 13

. und betrachten die Klassen n, die durch
Drehung von Z um den Winkel 2nr; entstehen.
Die Kreislinie wird nun eingeteilt in eine ab-
zihlbare Folge von Men;en L, Z2n,2Zy...,
die Qnarwcise disjunkt sind, und jeder Punkt
des Kreises gehiirt einer dieser Klassen an. Fer-
ner sind alle Mengen Z, Zi, Z, ... deckungs-
gleich. Gibe es ein Mass, das auf Z definiert ist,
so mlsste deswegen gelten: m(Z)=m(Z;) fir
alle i=1, 2, 3... Wegen (E-3) wiare
le=m(Z)+m(Z)+m(Zs) +. ..

Da es unendlich viele dieser Klassen gibt, er-
halten wir einen Widerspruch, Die Annahme,
dass m{Z) existiert, war infolgedessen falsch,
Die Menge Z kann insofern nicht konstruiert
werden, als es keine Maschine gibt, die die Aus-
wahl eines Reprisentanten vornimmt. Die
Klassen sind nicht explizit genug, um ein Ver-
fahren vorschreiben zu kénnen, das die Aus-
wahl besorgen kdnnte.

Anfang des 20. Jahrhunderts wurde diese
Konstruktion von Zermelo legitimiert, indem er
ein Auswahlaxiom einfihrte: Zu jedem Mengen-
system, das nur nichtleere, paarweise. disjunkte
Mengen M enthdll, existiert eine Auswahlmenge
A, die van jedem M aus. dem Mengensystem ge-
nau ein Element m aus M enthdlt,

Der hichste Berg
ist ein Abfallberg

- tr. Das Everest-Basislager auf einer Hohe von
5334 m 4. M. wird seit Jahrzehnten von allem
Expeditionen zum hdchsten Berg der Welt be-
nutzt. Es ist auch das Ziel zahlreicher Trekker-
gruppen. Aus diesem Grund wurde es mit der
Zeit zu einer uwilden Kehrichtdeponien, wo
sich Tonnen von K vend , Flaschen,
Plasticfolien, Papier und Medikamenten an-
sammelten. Vor kurzem wurde dieser Abfall-
von Mitgliedern des britischen Survival
Club abgetragen. Diese Organisation setzt sich
weltweit aktiv filr den Schutz der Umwelt cin.
Nachdem sich die Leute zwei Wochen lang in
Nepal akklimatisiert hatten, stiegen sie zum
Basistager auf und sduberten dieses grindlich.
Alles brennbare Material wurde verbrannt, der
Rest wurde in grossen Kunststoffsicken ver-
staut und in eine tiefe Felsspalte geworfen. Ein
rbsserer Vorrat solcher Siicke wurde zuriickge-
assen, damit die Bergsteiger von jetate an ihr
Lager selbst entsorgen kénnen,

dass aus diesen durch Umordnen 1000 neue
Orangen derselben Grisse entstehen.

Es ist klar, dass diese Mengen fusserst kom-
pliziert sind und dass die Zerlegung nicht mit
dem Messer durchfithrbar ist. Sonst hiitte dieser

h ische Sachverhalt verheerende Folgen
fur die -Orangenproduktion. Ferner kdnnen die
Men&cn wegen der Eigenschaft (E-3) nicht

sein.

Ya
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Abb. 3. Die Menge besteht aus unendlich vielen Qua-
draten, deren Seiten jeweils um die Halfte verkiirzt
sind.

Das Axiom scheint einleuchtend und wird
uch pur von denjenigen Mathematikern ange-

ochlen, ‘die reine E I
nd nur konstruktive Aussagen zulassen. In vie-
en Beweisen der klassischen Analysis wurde
ieses Axiom schon lingst beniitzt, ohne dass es
Is Grundlage des Schliessens ausdriicklich for-

mit einer genialen Integrationsthearie, die zu
den Eckpfeilern der modernen haheren Analysis
gehdrt und die sich auch in den Anwendungen
wie zum Beispiel in der Q hanik be-
wiihrt hat. Es stellt sich heraus, dass das Lebes-
guesche Mass der zu Beginn dieses Abschni
betrachteten Menge Ry gleich null ist. Erstaun-
lich ist die Tatsache, dass die Menge aller ratio-
nalen Zahlen das Lebesguesche Mass Null hat.
Das liegt daran = wie Cantor gezeigt hat -, dass
diese Zahlen numeriert werden konnen und
dass ihre Gesamtheit vernachlissigbar Klein ist,
verglichen mit allen dbrigen Zahlen. Lebesgue
war es gelungen, sehr allgemeine Mengen zu
messen.

Die klare Einsicht in dic Notwendigkeit, den
elementaren Massbegriff seiner Dinglichkeit zu
entkleiden und nur die Grundregeln genas zu
beschreiben, hat sich als cine der fruchtbarsten
Wendungen in der modernen Masstheorie er-
wiesen. Dieser Weg w h

scheinlichkeitsrechnung begangen, wo es darum
ch!; Ercignissen ein ﬁnss fir ifire Wahrschein-.
chkeit zuzuordne

Nichimessbare Mengen

Bald stellte sich die Frage nach der
Existenz eines Masses, das den Bedingungen
(E~0)}~{(E~3) genfigt und auf allen Mengen defi-
niert ist. Vitali war d dei

r_konstruierie eine nichtmessbare Menge, in-
dem er wesentlich von der Foraerung “:'-§5 QE-
rauch machte,

Schwacht man diese Forderung ab, indem
man sie nur auf endlich viele Mengen bezicht,

kann man erneut fragen, ob es ein Mass gibt,
as auf allen Mengen definiert ist und den Be-
ingungen (E-0)-(E-3) in der abgeschwichien
Form genlgl, S. Banach hat gezeigt, dass es aul’
der Geraden und in der Ebene unendlich viele
solcher Masse gibt, wihrend im Raum - wie
F. Hausdorff bewies — keines vorhanden ist.
Beide Aufgaben sind mit Fragen der Grund-
lagen der Mathematik verknipft.

Die Vitalische Konstruktion
und das Auswahlaxiom

Um cine nichtmessbare Menge zu konstruie-
ren, denken wir uns die Strecke der Linge Eins
zu cinem Kreis zusammengebogen, Zu jedem
Punkt x auf der Kreislinie betrachten wir die
Menge aller Punkte, die man erhiilt, wenn man
x um den Winkel 2nr (Bogenmass) dreht, wobei
r eine rationale Zah! zwischen null und eins ist,
Die ganze Kreislinie zerfillt so in Klassen, die
keine gemeinsamen Punkle besitzen.

worden war. Und dennoch fuhrt es zu
aradoxien, die Zweifel iiber seine Zulidssigkeit
ufkommen lassen.

+* Banach-Tarski-Paradoxien

Unter Ver ] des A hlaxioms und
auf Unter gen von Hausdorff, ha-
n Banach und Tarski das folgende verblif-

Jende Ergebnis erhalten: Eine Kugelo
paarweise disjunkten Mengen A), Az ... A,
zerlegen, dass diese bei gecigneter lil,'l_m
ugeloberfliche” zweimal iberdecken. Daraus
dsst sich ohne allzu grosse Schwierigkeiten

schliessen, duss eine Orange so in endlich viele
paarweise disjunkte Teile zerlegt werden kann,

Diese paradoxen Resultate sind nicht falsch
tm logischen Sinn, sie scheinen uns nur un-
glaubwiirdig, wenn wir von den fiir die Kérper
der Elementargeometrie gilltigen Eigenschaften
ausgehen. Das Auswahlaxiom muss deswegen
nicht aufgegeben werden, Wenn wir es als gil-
tige Regel anerkennen, bleibt uns keine andere

‘ahl, als Sitze, die unserer Intuition vollkom-
men entgegengesetzt sind — wie diejenigen von
Banach und Tarski -, in Kauf zu nehmen.

Zerlegungen in der Ebene
In der Ebene sind «paradoxe» Zerlégungen
cder Unn:

nicht moglich, Banach zeigte, dass bei je
ordnung cine Menge vom gleichen Mass ent-
steht. In diesem Gebiet der Mathematik gibt es
cine Reihe von intercssanten Problemen, die
teilweise bis heute wngeldst sind. Eine hibsche
Frage stammt von Tarski (1925): Kann cin
Krets in endlich viele Teilmengen zerlegt wer-
den, welche zu einem Quadrat der gleichen Fli-
che umgeordnet werden kdnnen? Dieses Pro-
blen Ist nicht zu verwéch mit der Quad

des Kreises, bei der es darum geht, mit Zirkel
und Lineal ein Quadrat zu konstruieren, das
denselben Inhalt wie ein vorgegebener Kreis
aufweist. 1882 hat Lindemann gezeigt, dass eine
solche Konstruktion nicht durchfiihrbar ist.

Kdrzlich wurde von einem ungarischen
Mathematiker eine Losung des Tarski-Problems
vorgeschlagen. Bevor sie in das mathematische
Allgemeingut aufgenommen wird, muss sie sich
Jjedoch einer grindlichen Priffung der Speziali-
sten unterziehen.

Literatur; S. Wagon: The Banech-Tarski Paradox, Cam.
bridge Universily Press 1985. R. M. French: The Banach-
Tarski Theorem, The Mathematical Intelligencer Vol. 10,
Nu. 4, 1988, 21-28.
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1.6.2 Allgemeine Masse

Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung des Konzeptes der Wahrscheinlichkeit,
zu den Massen. Masse sind nichtnegativ und o-additiv; hingegen muss das Mass nicht
1 sein; nicht mal endlich. Despektierlich ist die Wahrscheinlichkeit ein Spezialfall der
Masstheorie, bei der das Mass endlich, genauer von Mass 1 ist. Aber diese Sicht ist

polemisch, despektierlich und vor allem ignorant.

Definition 1.24 [Mass] Sei E eine Menge und € eine o-Algebra auf E. Dann

definieren wir:
a) (E,E) heisst Messraum; die Mengen aus £ nennen wir messbare Mengen (75

b) Ein Mass p auf (E, &) ist eine Mengenfunktion p : £ — R, derart, dass pu(¢) = 0 und
wir verlangen auch, dass p o-additiv ist: 22, p (=0
,U'(UnAn) = ZU(An)a ///4/ B \

" VA ) £ fn

p () =0 FAfce

.
d) p ist o-endlich, wenn eine aufsteigende Folge E; aus £ existiert derart, dass UE; = E

und p(E;) < oo fir alle i > 1. W-’ Z / 'ﬁ%

e) Das Tripel (E,&, ) bezeichnen wir als Massraum.

wo die Folge A,, disjunkt aus &.

¢) p ist endlich wenn p(E) < oo.

Wir sehen sofort, dass unsere Wahrscheinlichkeitsrdume immer auch Massraume sind (vgl
Definition 1.7). Die endlichen Massrdume sind insofern nahe verwandt mit Wahrschein-
lichkeiten, als dass jedes endliche Mass p mit Hilfe einer Wahrscheinlichkeit P geschrieben
werden kann:
=MD, ] £ i

Es gibt vor allem ein zentral wichtiges, unendliches Mass, welches wir fiir diese Vorlesung
brauchen. Wenn wir dieses haben, konnen wir weitere nicht-triviale Beispiele zu Definition
1.24 anschauen und den obigen Begriffen ein bisschen Leben einhauchen. Es handelt sich

dabei um das Lebesgue-Mass.
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1.6.3 Lebesgue-Mass

In der Analysis wird das Lebesgue-Mass eingefiihrt. Die saubere Einfithrung des Lebesgue-
Masses dauert mehrere Stunden. Deshalb verzichten wir in dieser Vorlesung darauf. Es
ist auch so, dass man durch die saubere Einfiihrung des Lebesgue-Masses nicht unbedingt

besser damit zu rechnen versteht...

Mffol WPZ Basil

Wir kennen den Messraum (R, B(R)). Der folgende Satz garantiert uns ein Mass A auf

m, der dadurch zum Massraum (R, B(R), A\) wird. Das Mass A, dessen

diesem Messi;
Existenz-dort garantiert wird, erweitert unseren bisherigen Begriff der Lange eines Inter-
valls.” Auf normalen Intervallen [ = [a,b] mit @ < b gilt A(I) = b— a. a darf librigens —co

sein und b darf ebenso 400 sein. Die Liange wird dann +oo.

Satz 1.25 [Existenz des Lebesgue-Masses )] Auf (R, B(R)) ezistiert ein ein-

deutiges o-endliches Mass A - das Lebesgue-Mass - derart, dass fiir jedes Intervall I :=

[a7 b]: a S b gll? )\(-{) =b—a.
Ll rive éé-/-‘-w__ 7 ﬁ,//f/)

Wir haben in Definition 1.13 die P-Nullmengen kennengelernt. Analog definiert man jetzt

Definition 1.26 [Lebesgue-Nullmengen| Fine Menge A € B(R) heisst Lebesgue-
Nullmenge, wenn A(A) = 0.

Bemerkungen zu fs/as (WT) und fii/ae (Analysis)

\ — WA&%%LV@Q_
K/ o b
iy Sy % S,
of ot ol P Lf/\//)a :N,//:w//é 3/522///7

L\-—\_‘_\—\
g ’ /// ;féf«/ rtecer ctoeF / s

N(A)=O (282 p 56h)

.
- e/ o TS s B Sl ””,4,7,/(/4. %w«//ézag

{
(
Fer z/c«,é % _:_A-“rplféay '/42:7 @z r;é/é ‘/‘;(/P@[ ‘/Z&
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Lemma 1.27 [Q ist eine Lebesgue-Nullmenge]
Beweis Lemma 1.27

o /'7_/?2 el PRl s . cerlo %M %(@4 :?

o &/ \&,é;;z,/ﬁac = (z.)

/&7
o L0 - éﬂ_ —_

£ £ ra
/-}4] ﬁ//"%/—?/i;é"e"%XZ
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Fangfrage zum Beweis von Lemma 1.27: Q ist dicht in R; haben wir damit nicht auch
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1.6.4 Singulir stetige Wahrscheinlichkeit auf R - Cantorsches Diskontinuum

Wir haben bisher die beiden Typen von Wahrscheinlichkeiten ”diskret” und ”absolut
stetig” kennengelernt (”absolut stetig” war in der einfithrenden Vlsg WTS einfach ”stetig”).
Es war uns intuitiv sofort klar, dass man auch konvexe Linearkombinationen dieser Wahr-
scheinlichkeiten bilden kann. Jetzt kommt ein dritter Typ, dessen Existenz nicht offen-

sichtlich ist:

Definition 1.28 [singulir stetige Wahrscheinlichkeiten] Sei P eine Wahrschein-
lichkeit und Fp deren Verteilungsfunktion. Falls Fp stetig ist und die Menge der Wachs-

tumspunkte von Fp Lebesgque-Mass 0 haben, nennen wir P singuldr stetig.

Bemerkungen zu Wachstumspunkte von Fp
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Man konnte Zweifel haben, dass so was {iberhaupt existiert. Zudem ist man versucht zu
formulieren, dass abzéhlbare Mengen immer Lebesgue-Mass 0 haben (das stimmt sogar
(unformuliertes Korollar zu Lemma 1.27)) und iiberabzihlbare Mengen nicht mehr Mass

0 haben. Zum Kontrast fithren wir jetzt das Cantorsche Diskontinuum ein:

o 2=l s/ oo e i defim S foo & BTl

=(% %)
o ;/7‘7/ 2/.7)/-721’:(7/}/ /é)
vz;f"= Z Z? s Sz = ) s ze 7
/ 7 ) J" (i% ’ZZ)’ZJ:(/Z;/ Z/Z;)/ é{é;: = 2'6)

27 =

o/fd’!/ M S Ao fil0r ;ﬂkr/ /Z _,/) 4;41/-;% ﬁh;%ﬁ oo ntio e £ Ea,

”o e / . A A@W/%A_ s = Bl ; -
2™ .z éf(l B &S . ,/M
wi -1 ] <
;. A 2
wr—(fl)zﬂéﬁwﬁé/dq%/;k (,é/”k/‘é(f/ { _ C/ V j&)
3]_ 1 =7 U= -
éﬂ'

(Wﬁ/) v aer' S r/[, PESR / /é—rg/
Cfoad wicl #5)



Lo Cererdr — Prmid o0 | | Zer po, 32

; a x=0 | _ = ==
Elld) = f%2 | kers 2, B ctloe el S po oo K0! | L=/
4 A= - - '

7 M%«a‘/ A-’é- & W/:wo/.

AV 4

Fao (<) im Sl A0 A e e

| &Liows; a1 |
Tty (L abwid tddegy) 4//@) A
A== ﬁzfr— Do Y ) g bzt

S & e
/%?aa ﬁé«.. M&MM&M[&{M éw/ ééﬁr/ua. —-'15/?{ &' c—

B I (=== —— e
i

( = -ﬂw/ﬂf —--»feaf,u; z%%mza,;/fm,/ 2 \ m

b — e e e e T

a//,la'—?zaa T F- . ,2 ‘/ﬂ»

:y;z;?,;',z,/z;_s,utm; (A s ((90) > /f/// -/z;wa cf/:f-vzj //A/{,f;@y
”""74_2 /"f'-"b nge' cc‘//éz-“‘.Z/..



v

Welche Eigenschaften hat dieses Diskontinmum? o & = D) . .2 ¢ 22 =
° Z-'-'/ ] = = - [’—\” .
>‘[ Zj A7 %[Cucjzkzz;j_/.)\&:ij A@////Ziééy
,_Zm-z(
oNLee] = i
T=NC gLz, ¢« s ST
R S+ aC

m= ;f=,.

& F £t = 3 =
— i "4 /&{?{fy;a/? A[ e
=2 = _— o ) )

A fe | e cbribitlrin bovorty . M. A
p colbmmibiflcree iy o G Aiin,, o
= ‘Téﬂ—'?{ésﬁ-c- <d & = )

i ] Aebautizle o _ P
o & NP Zacbmribea: otep. sfizie Lkt Y e Lo ) 5T /1 “

/é/ '/ . ’ ‘ y&iéﬁ'é‘),ﬂe{a;
o e Aderelior e, L ho, L4 '

rd
O
_ K=l
| . X = = W s % ECo 2=
OzaZ/Oi‘ o ’ / E‘
| Reread(lor,.. S0
/ | ' | /((‘ =4
Lo ,éﬂé Ssssriie éu% z . 7 ; S
| \ A =0./,/2)= 0,02222‘?_(
| . ‘?}
\ forl finldt 1 110 % sy edae ey
'-\.. : ) - 4 - : =
: // o Z /«4/ Pl "‘"’L"_aéé I ( t 2 2*' (h =4)
e N _7/3 ot ad
G . we. C 24
A . - b t — { -
o & =£ (é‘fn{té— ‘-”Q:M) . ’/ﬂ ZJ/g' /’/3 {“ "

°/2/=//0/2j/}7=/4“0/ 1] = =7 o nbmmtsee

o o&.rzé% . -
YouoZld /M < [/ =/Loxf =/8) [ aboe N (0] =8, N(D=0, MooL]-7 0,

— cbwtlow 2 NC) =0 Lctbveer NC.) > 6 =2 i LWy Sy
— o < ;—;é&_r/é. Astbe . g = g :‘.{;n.,‘pé; —pq'/f-eyq‘

-/
1.6.5 Vollstiindige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (R, B(R))

Wir geben noch ohne Beweis an:

Satz 1.29 [Vollstéindige Klassifikation der Wabhrscheinlichkeiten] Jede Vertei-
lungsfunktion F kann als konveze Lifiearkombination F = aFg + bF, + cF, dargestellt

werden. Dabei sind Fy eine diskpéte, F, eine absolut stetige und F; eine singular stetige
Verteilungsfunktion.
32




Welche Eigenschaften hat dieses Diskontinuum?

1.6.5 Vollstindige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten auf (R, B(R)), ohne

Beweis

Satz 1.29 [Vollstindige Klassifikation der Wahrscheinlichkeiten)] Jede Vertei-
lungsfunktion F kann als konvexe Linearkombination F' = aFy; 4 bF, + cF, dargestellt
werden. Dabei sind Fy eine diskrete, F, eine absolut stetige und F eine singular stetige

Verteilungsfunktion.

Worin liegt die tiefere Bedeutung dieses Satzes? Definition 1.18 (diskrete Wahrschein-
lichkeit) scheint einleuchtend (mit der Ausnahme, dass eine Wahrscheinlichkeit auf Q
diskret ist (obschon Q dicht in R)). Danach folgt jedoch die irritierend indirekte Defi-
nition von absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten {iber die Verteilungsfunktion mit Hilfe
des Lebesgue-Integrals! Man muss also das Lebesgue-Mass kennen und das Lebesgue-
Integral, um die Definition von absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten zu verstehen - ist
das nicht Willkiir, muss das so sein? Satz 1.29 ist dann jedoch so einfach und elegant, dass

das wohl der kanonische Weg ist, den eine hohere Instanz vorgesehen hat!
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1.6.6 Warum o-Algebren? Warum P auf B(R) und nicht auf P(R)?

Man fragt sich als jungeR StudentIn zu recht, weshalb wir diese o-Algebren g6 einfiihren

und nicht einfach ein P auf P(R) definieren. Dazu ein paar Griinde:

1. Es funktioniert so, wie wir es gemacht haben (siche bisheriges Kapitel). Dies tont
defensiv-hilflos, in Anbetracht der Schwierigkeiten, welche sonst auftreten, ist es eine sehr

gute Antwort.

2. In der Finanzmathematik (allgemein in einer Vorlesung ” Stochastische Prozesse, Martin-
galtheorie”) betrachtet man nicht nur einzelne Zufallsgrossen X (siehe Kapitel 2), sondern
ganze sogenannte Stochastische Prozesse X;. Bereits in der WTS haben wir am Rand
darauf hingewiesen, dass Zufallsgrossen X nicht beliebige Funktionen X : @ — R sind,
sondern sogenannt messbare Abbildungen sein miissen (das Urbild muss in der o-Algebra
sein). Dies wird auch bei den Stochastischen Prozessen der Fall sein. Dort wird man aber
nicht nur eine o-Algebra haben, sondern eine ganze Folge von solchen o-Algebren. Diese

stehen in der Finanzwelt fiir die Informationsmenge - und die ist gerade dort sehr wichtig!

3. Der Hammer ist dann der folgende
y/l/ 14/://‘/)‘ E.’u—;éz/é‘— //L/‘C;' //7)/

Satz 1.30 [von Barach und Kuratowski (1929)] Unter Annahme der Giiltigkeit
der Kontinuumshypothese gibt es keine auf ganz P(R) definierte, o-additive Funktion P
so, dass P[R] =1 und fiir jedes x € R gilt P[{z}] = 0.

Damit scheiden die absolut stetigen Wahrscheinlichkeiten schon mal aus; diese geben
einzelnen Punkten immer Wahrscheinlichkeit 0. Damit haben wir auf ganz P(R) auch
keine Normalverteilung. Die Service-Vorlesungen in Statistik fiir IngenieurInnen, Natur-
wissenschaftlerInnen, OekonomlInnen, SoziologInnen und PsychologInnen sind in diesem
Punkt also regelmissig falsch. Hingegen wird es kaum jemals Probleme geben, da die

Mengen zwischen B(R) und P(R) meines Wissens NIE in der Praxis auftreten.

Was, wenn wir die Kontinuumshypothese nicht annehmen wollen? Solange es zwischen N
und R nur eine endliche Kaskade von verschiedenen Michtigkeiten gibt, gilt ein analoger

Satz.
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1.6.7 Das Banach-Tarski-Paradoxon

Der folgende Satz bendtigt im Beweis das Auswahlaxiom und sonst lediglich die akzep-
tierten Axiome der Mathematik. Dann ist der Satz mathematisch richtig, aber schwer

nachvollziehbar (vgl. auch Artikel in der NZZ von Frau Prof. Bandle):

Satz 1.31 [Banach-Tarski-Paradoxon] Sei K eine Kugel im R3. Dann existiert

eine Zerlegung

K=A4UAU...UA,UB;UByU...UB,

von K in paarweise disjunkte Teilmengen A;, B; derart, dass wir damit 2 neue Kugeln K

gleicher Grasse zusammensetzen konnen:
K=AlUA,U...UA

und

K=BjUByU...UB,,

wo A; kongruent zu A; ist und B; kongruent zu B}. Die Aj bzw B; sind wieder disjunkt.

1.6.8 Wichtige, nicht behandelte Probleme Lanediif”
// ol ¢

1. Man kann sich fragen, ob es zwischen B(R) und P(R) etwas ”relevantes”
Antwort ist klar JA: Wir haben in Satz 1.25 die Existenz des Lebesgue-Masses lediglich
auf (R, B(R)) garantiert erhalten. Wir sagen jetzt, dass eine Menge X'zum System B(R)
gehort, falls 2 Borel-Mengen A, B derart existieren, dass A C A C B mit A(B\A4) = 0.
Das System B(R) heisst das System der Lebesgue-Mengen und ist eine o-Algebra (kleine
Ubungsaufgabe). Damit kann man also das Lebesgue-Mass natiirlich auf B(R) fortsetzen;
man spricht dann von einer Vervollstindigung von A. Wir haben damit folgende Kaskade
von Systemen:

B(R) & B(R) & P(R)
P ke
dhnte¢ Vitali-Menge ist ein Grund fiir das letzte ” ¢”

Die im Artikel von Frau Bandle ¢
(Beweis in Vlisg falls Zeit). Wi werdeq,-"g(R) in dieser Vorlesung kaum benutzen, aber in

der hoheren Stochast asstheoyie ist es notwendig, sich damit auseinanderzusetzen.
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2. Wir haben - nicht nur beim Lebesgue-Mass - die Existenzfrage von Massen und vor allem

Wahrscheinlichkeiten ausgeklammert. Dabei ist es meist einfach, Wahrscheinlichkeiten
auf einfachen Systemen zu definieren und deren Existenz und Vereinbarkeit mit den

Axiomen der Wahrscheinlichkeit zu beweisen. Dass diese Wahrscheinlichkeiten dann aber
zum Beispiel sinnvoll auf ganz B(R) erweitert/fortgesetzt werden konnen - das ist lang-

wierig. Die Beweise (Fortsetzungssétze) gehoren in eine Vorlesung iiber Masstheorie.
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