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2 Zufallsgrössen

Bevor wir uns den Zufallsgrössen zuwenden (2.3), wollen wir noch kurz 2 Themen vor-

holen: Allgemeine Bemerkungen zu Abbildungen und Mengen (2.1) und Bemerkungen zu

IR",B(lR") und Ä auf (lR',6(R')) (2.2):

2.L Allgemeine Bemerkungen zu Abbildungen und Mengen

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir untersuchen erstmal das Urbild einer

Menge und fordern vorerst nicht, dass die Abbildung messbar (d.h. eine Zufallsgrösse)

ist' ( 
-.,,/o. cub- -/ft//?

Definition 2.1- [Urbild einer Menge] Sei, X ei,ne Funkt'ion uon 0 n,och IR. Das

Urbi,ld unter ei,ner Abbi,ldung X uon B € P(R) i,st die folgende Teilmenge uon {l:

X*t(B) ,: {X € B} :: {ulx(u) € B}. x
Manbeach'te,d,asswirerstamSchlussd'ieserDefi'ni'ti,ons.Ketteeinenmatffi
ten Ausdruck h,aben!

Wir wollen die Abbildung X-l genauer untersuchen; die Abbildung X-l erhält Teilmen-

gen, Vereinigungen, Schnitte, Disjunktheit und Komplementbildung (vergleiche auch mit

Honours-Aufgabe auf Blatt 2):

Lemma 2.2 lx-r und Mengenoperationen] Seien A, B sowi,e {B"lo e I} Borel-

Mengen. Dann gelten: -. 
('

a) Sei, A c B, d,ann auch X-I(A) c x-r(B) G -t#)
b) x-t(orB.) : r-trX-I(Bo)

c) Y-t (nrB.) : arX*I(Bo)

d) Falls Aa B : g, dann auch X-r(A) a X-L(B) : ö

e) y-t (A) : [x-t (A)]"

Vorsicht: t)aerBa d 6(R) möglich da 1 überabzählbar hier erlaubt!
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Je nach Zeit; Beweis von Teilen von Lemma 2.2 in Vlsg; sonst/Rest in den
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./
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2.2 Bemerkungen zu 1R.',6(R") und ) auf (lR.',6(R'))

Definition 2.3 [6(R")] Di,e Borel-o-Algebra auf Rn i,st diejenige o-Algebra 6(R"),

welche uom n-System der Rechtecke (Cartesische Prod,ukte uon Interuallen)

fl{oo, a,l
i:I

1l
,)

erzeugt wi,rd.

Ein weiterer Erzeuger von 6(lR.') ist die Menge {Ill:t Btl& € B(R)}. Man beachte, dass

{ilLt Br.lBo, € S(R')} I f(n"); Ausnahmebeispiel: lz :2 ; f4 zJ xfs, r'J
/////..//A/a/a2.. a a Aa . a / a ä

s

(* C/-/--a)

^(flfoo, 
uol) : fl(ao - o,)

z

4

o/a 3

Wir wollen noch das Lebesgue-Mass .\ auf (R",6(R')) einführen. Wir unterscheiden bei

der Bezeichnung von ) nicht nach Dimension! Auf (R',6(R")) ist Ä das einzige o-endliche

Mass derart, dass (ot Sb,i, für L < i < n)

n TL

r

i:L i:t

Man sieht an dieser Formel bereits, dass eine Gerade in der Ebene Lebesgue-Mass 0 hat

und ebenso eine Ebene im IR3. Allgemein Hyperebenen im IR'; auc\ der Graph von stetigen

F\rnktionen ,f : IR"-t ---+ IR. mit kompaktem T!äger (vgl Vlsg Reelle Analysis).

"%.
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2.8 Zafallsgrösse

Deffnition 2.4 [Zufallsgrösse X auf (O, A, P)] Eine Zufallsgrösse auf (Q,A,P) ist

eine Funlction X : O -l lR. rlat d,er Ei,genschaft, dass

x,r@)eA (*b)

für alle B e 6(R). Die gefonlerte Eigenschaft nennt man Messbarkeit (mb)

Lrz -/
6-

P)
,€azoe/ -* Z,L -,{.t/o,! t grl" p, Sf

"2
ZZe-orq...R

&*,e-d- -.. -@*_/-*.o---X

x-4
a

,/.f

^Warum diese mb?

a *",/äo z-a/le* P--,&La-

.?r.3-'-2' e _y' _,_e_rlcaesn*@ 
r 4

tße)*u7:okff
Rqno)l - kä* ld'{4"

F4/ Deftnition 2.6 fmessbare Abbildüngr Borel-Ftrnktion] Es seien (81,t) und

(Er,tr) Messröume (ugl. Definition 1.2il. g : Et) Ez. g heisst t1- t2-messbar, wenn

s-I111 e t1

filir atte A e tz. Falls (Ea, tt) :(R, 6(R)) ftir i e {I,2}, nennt rnan g eine Borel-Funlction.

Für Leserlnnen auf der Suche nach den ganz grossen Zusammenhängen der höheren Mathe-

matik: wenn Sie den Begriffdes Messraumes mit der und die messbare Abbildung

Analogien entdecken.mit der stetigen F\rnktion vergleichen, werden Sie

,/L /:, X-+./,, / u*7. 39
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Bemerkungen zu Deffnition 2.4:

1. Zufallsgrössen nennt man auch Zufallsvariablen'

2. In der Vlsg WTS (weitgehend auch in AS; SM) haben wir uns nicht um die mb

gekümmert. Dies wird jetzt anders. Um jedoch die beiden Teile auseinanderzuhalten: für

die Anwendungen und Ihre Vorstellungswelt ist eine Zufallsgrösse einfach eine F\rnktion

X : O -+ JR.; damit die Mathematik nicht schiefgeht, fordern wir dazu noch die mb.
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2.4 E'in paar weitere, verwandte Definitionen

Definition 2.6 [n-dimensionaler Zufallsvekior] Ei,n n-dimensi,onaler Zufallsuek-

tor X : (Xr ,. . . , Xn) ist ei,ne Funkti,on f) --+ IR' derart, dass jede Koordi,nate ei,ne Zu-

fallsgrösse i,st.

Zufallsvektoren werden wir vor allem auch in der Vorlesung SM benutzen: Wenn wir Daten

(*t,...,2rr) haben, so stellen wir uns vor, diese Daten sind Realisationen eines Zufallsvek-

tors X : (Xt,., ., Xn), also X(cu) : (Xr(r),,, ., X"(r)) : (rt,. . .,nn), für ein ar, welches

gerade eingetreten ist ("Zustand der Welt"), Das geschieht im Modellierungsschritt, wo

man auch die Verteilung der Zufallsgrösse wählen muss (je mehr Zufallsgrössen Sie ken-

nen, desto besser können Sie das). Wir haben diesen Schritt im Statistikteil der WTS auch

schon gemacht. In der Informatik heisst Modellierung übrigens etwas anderes! In der WT

werden wir Zufallsvektoren entweder in obigem Sinn benutzen (zufäIIiges Element im IR")

oder als endliche Folge von Zufallsgrössen. Mathematisch ist es beide Male das gleiche.

Definition 2.7 [Sub-o-Algebra, Filtration] Sei,en "4 und F beide o-Algebren. Wi,r

sagen, A ist ei,ne Sub-o-Algebra uon F (geschri,eben als Ae F), wennYA € A gi'lt

AeA+A€F

Sei, T ei.ne geordnete Menge und sei,en (Ar)rr, Sub-o-Algebren uon A. W'ir nennen e'ine

Fami,li.e (Ar)t.r ei,ne Fi,Itrati,on (i,n A), wenn

s(ltA"eAt (Isotonie)

Definition 2.8 l(At)te7-adaptierter Stochastischer Prozess] Sei T e'ine geord-

nete Inderrnenge, Wil nennen (Q,A,P,(At)rur,(Xr)ter) lkrlrz (X1)1E71 ei,nen (At)ter-

adapti,erten stochasti,schen Prozess [kurz "stochastischen Prozess"f, wenn für alle t e T

gilt, dass Xt At - 6(R)-rnessbar ist.

4l
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Wie bei der Definition der Zufallsgrösse, vernebelt die strenge mathematische Definition

den Blick auf das Wesentliche: ll-ist die Zeitmenge (diskret oder stetig je nach Model-

lierungsgegenstand) und der Zustandsraum ist allgemein IR. Fih jedes feste c,.r € O nennen

wir die Abbildrurg vonTnach IR

t + X1@)
X" r*l

Y/crn) l,t th*flt
P/L
V,4R

4 /"o-)

Pfad (Tlajektorie, Realisierung) des Prozesses. Man nennt deswegen stochastische Prozesse

auch zuföllige Funlctionen. In der F\rnktionalanalysis werden Sie die Analysis in einer

Verallgemeinerung betreiben, dass Sie (deterministische) F\rnktionen (zB im C[[0, oo)])

wie Punkte in einern Raum begreifen werden. In dieser Abstraktion werden dann viele

Resultate bewiesen, welche für die Stochastischen Prozesse ebenfalls gebrarrcht werden

können. In der höheren Stochastik sind deshalb gute Kenntnisse in F\rnlf,onalanalysis sehr

wichtig.

In den Anwendungen (vgl Vlsg AS) kann man dann je nach Modellierungsgegerßtand also

die Zeit (zB diskret oder stetig) und den Zustandsraum (diskret oder stetig) frei wätrlen;

fär's erste gibt es die folgenden 4 (: 2 * 2) Möglichkeiten: z< n t./ t4.'Ä*,-",L'19- L
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/ C4wnt, s

*- (x) Y+r

2.5 Von Zufallsgrössen erzeugte o-Algebren X

Lemma 2.9 fvon X erzeugte o-Algebra] Ser X ei,ne Zufallsgrösse. Die Familie

"(x) :: 1x-L(B)la e B(R))

ist ei,ne o-Algebra euf {1. Man nennt sde "di,e uon X erzeugte o-Algebra".

c
#

(n ? )

,z E1a/l 2, ko-o"o'
Das folgende Resultat haben wir'i+{'ufta'be+2 bereits zu Fuss bewiesenl wir werden

es jetzt mit neu erlernten Begriffen und Resultaten eleganter formulieren und beweisen

können:
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Beisoiele zu "von X erzeuqte o-Alqebral'
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kleine Dissonanz und deren Au-flösung

Wir haben in der WTS die Zufallsgrössen folgendermassen definiert:

WTS-Deffnition 2.1 [Zufaflsgrösse X auf (O, /, P)l Eine Zufallsgrösse auf (Q,"4, P)

i,steiineFunktion.X:O+F_mitd,erEigenschaft,dass{weCIlx(c,r)<a}€Aftiratte

reellen a. Die geford,erte Eigenschaft nennt man Messbarkeit. r:

Wie ist das jetzt mit unserer Definition 2.4?

ga-

. /l O, 
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Fsvö

2.6 Algebraische Verknüpfungen, Limiten und Transformationen von Zufalls-

grössen

Falls Sie Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik auf Gymnasial- oder Fachhoch-

schulstufe wrterrichten oder Service-Verarstaltungen für Nicht-Mathematikerlruren halten,

so werden Sie ohne Bedenken zum Beispiel Summen von Zufallsgrössen bilden- Defini-

tion2.Abeinhattet aber, wie bereits gesagt,2 Teile. Der erste Teilist unproblematisch:

Zufallsgrössen sind Abbildungen von O nach lR. Also wird man Summen und andere al-

gebraische Verknüpfungen und Limiten definieren. Aber sind das dann noch

Zufallsgrössen? Haben wir auch die ? Die folgenden Lemmatas bejahen dies:

X+V--.2 4 Z'/"'/:Xl"a)* //-,/ /cz<-F-
Lemma 2.10 [Algebraische Operationen] ,Seien X unilY Zufallsgrössen. Dann

silt:

a) aX +bY ist eine Zufallsgrösse, u)o a,b €R; damit wi,rd die Menge aller Zufqllsgrössen

zu einem &*ä4 ML4,*-"r'.',/

ö/ max{X,Y} und min{X, Y} sind Zufallsgrössen

c) XY ist eine Zufalfirösse

d) Fatts für jedes a; € O gilt, dassY(r) f 0, so ist auch XIY eine Zufallsgrösse

") 
X+, X-,lXl sind

Beweis von Lemma 2.10

/{ ezrn

zufaufössen.

") zz,l .:i;- (X*z) Z hX)n1,1 Z.äi .*'L tu.*Ae* ,-.--€Ero-,4

. ,[x*v< *J- //*. uJ n fz.* -,-Ju€ ? e4 €_z
€'-{

.44
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Beweis von Lemma 2.10 (Fortsetzung)

^a)/;"*[n zJ < tJ : [x .+Jn[ zs*J

/*,t[x2J.4 : /x.tJu tf .d
) u".--A-,%- ; Kz ,4 zA ". -@.' 4>- o t
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€ J

i-)
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Lemma 2.1-1 fFolgen, Limiten, Summen von Zufallsgrössen] ,9ez (X.;)isy etne

Folge aon Zufallsgrössen. Dann g,ilt:
Sr.7 Y /*) / /* a J2- 7*-dr*.6-. .6Lq

a) srupnX', inf.nXn si,nd, Zufallsgrössen

ö/ limsup", Xn, lirninf'- Xn s,ind Zufallsgrössen

c) Falls X(u) :: lim,,*oo x"(w) für alle c..r € o erist'iert, dann i,st auch X ei,ne Zu-

fallsgrösse.

d) Falls X(u) :: DLt X.(u) für ailea., € O eristiert, dann i,st auch X ei,ne Zufallsgrösse.

Beweis von Lemma 2.LL /pk,/-/ =zJ
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Lemma 2.12 [Thansformationen von Zofdlfisen] Sef (Xr,. ..,Xn) ein Zu-

fallsaektor und sei,g : R' -+ lR eine Borel-Funktion (g-'(B) €ER") für atte A efrm)7.

Dann ist auch Y :: g(Xt, . . . , Xn) eine Zufallsgrösse.

. Q*.2 R/L r&i/b- 
-2Beweis von Lemma 2.17 //--b- (*r2,4, P)
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Wir haben die einfachen Zufallsgrössen bereits eingeführt. Sie werden ihrem Namen

völtig gerecht insofern, dass sie end,lichelinearkombinationen von Ind,ihatorfunktionen sind

- und Indikatorfunktionen sind wirklich einfach zu handhaben. Wir werden die einfachen

Zufallsgrössen bei der Definition von Erwartungswerten benutzen. Dazu wird Lemm a 2.L3

benutzt:

Lemma 2.13 [Ä,pproximation nichtnegativer Zufallsgrössen durch eine Folge

einfacher Zufallsgrössenl Sei, X eine nichtnegatiae Zufallsgrösse. Dann gibt es ei,ne

monoton wachsende Folge einfacher Zufallsgrössen 0 1 Xt I Xz. . . sod,ass X*(r) t X(r)
für alte rrr € O.

Beweis von Lemma 2.13 {- ,ä/LÄ.-* äz="u,2, 2 /'/'i-k^/*-a'

r)4o
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o
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o
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-/_
(u - -r)

w t(T<x<9 + h.4 (x > t-1 ) I
/t=.2 2

-'V&,^4 Zg/
lk*.-t)

"" 
< >(< '< 1,;J xh,7- J
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h z+*h-

.z^ kz*/ **4
2h
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.l/o,-"Äo,6

tP'a!b-L-f
,t,

4

Il (
lL

(z
4._

. ht"

'4^ -t l-&a-

50

2h

(^,/



Wir kommen jetzt - was die Beweistechnik anbelangt (!) - zu einem Anaiogon von

Satz 1.6 [Monoton-Lemma für Mengen]. Wir werden das nachfolgende Monoton-Lemma

für Zufallsgrössen dann einsetzen, wenn wir beweisen wollen, dass eine bestimmte Menge

von Zufallsgrössen alle (raiehrtnegetiiren) Zufallsgrössen enthält.

Theorem 2.L4 [Monoton-Lemma für Zufallsgrössen] Sei,I ei,n r-System, wel-

ches A erzeugt. H se,i ei,ne Menge uon Funkt'ionen auf Q derart, dass

i) 7 e H (konstante Funkti,on i,st d,ri,n)

ä) IA €H für alle A e g

äi)H ,ist ei,n Vektorraum

i,u) Falls Xn e H für alle n und supn x.(r) < n für alle a e {1, d,ann gehört auch

sup' X' zuH. t
l,t'0 Vt' Luöw V
/k12." // C-(+-.'ä /:/k,?,4/,Jz Or"y'r\ ,s/z "j4 -4o e:.'€/fi

rS4Z

/ /-e"/.-- ,z-r7zr4 -/6)

?

c;
,t2

,- -A- - /--*

'"// -/'4.2 / 4 =4 ü,ä --a.ää)
"/
/

€ /U- *Th ;)
€ ,-t/- ""?rt- i)"-2JZ

B4

U4 z_rü
€.a lo j -.>uv r'e 1 "*,. '3) --, /r- a: / -+2

-1-/ ,(/ 2r*4J - :Vft-*) V/f ,/1./-;7,/*_)

"J).A z€')-4 : --'f/) :J?) I'rLt j *&/.,:.../ :-L(rrl* €J
. / A-,;lJL4 ,-/ä ,-I.,e,e- Z ,i2, .1*-,/ .,/ä- -o-!/..2- b%@.2 6, .
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Beweisfortsetzung:

Bemerkung 2.15 [zu Karr-Theorem 2.22] Im Buch von Karr hat es hier noch ein

Theorem 2.22; es ist falsch: 1a" ist zum Beispiel nicht in H , wenn man S : {Ä} wählt!
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2.7 Yerteilungen, Verteilungsfunktionen und vorgegebene Verteilungen

2.7.t Verteilungen und Verteilungsfunktionen im Fall von Zufallsgrössen (n-1)

Wir haben in Kapitel 1 (Wahrscheinlichkeit) nach der Wahrscheinlichkeit P auch die

Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeit f.p auf (1R.,6(R)) kennengelernt. Mit Defini-

tion 1.14 und Satz 1.15 haben wir eine l-l-Beziehung zwischen den P und den Fp erhalten.

Wir haben damit viel Vorarbeit geleistet, welche uns jetzt ein zügiges Vorgehen erlaubt,

um diese Konzepte mit dem X zu verbinden. In Kapitel t hatten wir die Zufallsgrössen

höchstens zu Motivationszwecken benutzt.

Wir werden in 2.7.3lernen, dass wir zu jeder vorgegebenen Verteilungsfunktion bzw

Wahrscheiniichkeit immer auch eine Zufallsgrösse mit ebendieser Verteilung konstruieren

können. Zu jeder Zufallsgrösse erhalten wir abrer auch kanonisch eine Wahrscheinlichkeit

auf (IR,6(R)):

Sei (ft, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X eine Zufallsgrösse auf diesem Wahr-

scheinlichkeitsraum. In ftrfgaH3 haben Sie gezeigt: durch

Px(B) := PIX-I(B)l :: ef{alx(w) € B}]

wird eine Wahrscheinlichkeit auf (1R,6(R)) definiert. Wir haben damit zusammengefasst

folgende 2 Wahrscheinlichkeitsräume (Q, A,P) und (JR, B(R), p;g):

x.JZ-

P
Nebenbei: in der allgemeinen Masstheorie spricht man von einem Bi,ld,mass; P wird durch

X abgebildet; man hat dann in diesem Sinn für ein B € 6(R) folgende Schreibweise

x(P)[Bl:: p[x-1(B)]

//f
Px

rDdJ



Es folgen noch einige Bezeichnungen, die sich eingebürgert haben:

Definition 2.16 [Verteilung, Verteilungsfunktion, Survivalfunktion] Sei. X
ei,ne Zufallsgrösse. Dann nennt man

a) Pv(B) :: P[x-1(B)] dl,e vertei,rung uon x. Das wort,,.vertezlung,, w,ird, urngangg-

sprachli,ch jedoch auch allgeme'iner benutztl man kann sagen, X hat d,i,e Vertei,Iung Jrl(1t,, o2)

oder hat di,ese Dich,te oder Vertei,lungsfunktron statt d,as px(B) anzugeben.

b) Fx(t) :: px((--,t]) :: P[x < t] d,i,e vertei,lungsfunkti,on uon X. Engli,sch: cumula-
ti,ue Di,stri,but'ion Functi,on ( CD F ).

c) Sx(t) :: I - Fx(t) :: PIX > tl nennt man selbsterkkirentl, d,,ie Suru,iuatfunkti,on (am

(+)
Erp(\)-Zufallsgrösse) : ftaonu- e#?Z *"4,i.rQ,)Besten motiuiert mi,t der

>€->r I >26 j >Za (p,... /& )

.-4 - >\t

t
F

I

Ä

s(+)

( u*"-/*;/b-äh/,*er)

Dr.
-xe

4
^e

o L

X nennen wir diskret, absolut stetig oder singulär

weiligen Art ist. Ebenso spricht man im Fail von absolut stetigen Zufallsgrössen X von

der Dichtefunktion fis, falis f x : f p und /p die Dichtefunktion von p1 ist.

,.? s ,1o*/7n* 54.y'?y', 
//-2 o4-/* *-%r.a -/4-*5&--./

/-sor*-,L"/L,-. /(" )
/'-4-r.l*"/ 4.4"-*/ ./A

o.. / 6.A". (ura*) 6 a*.
/ '/4/ J* _uE*l+r1* a..lLl,

stetig, falls das Pa von äer .je-

&

-.'n
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f/, ('t)
4

/,)*(, ä*f y/ fto.re€4
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Bemerkungen zur Gleichheit von Zufallsgrössen bzw deren Verteilungen:

7/ 44_+

.,o 4
" XL 7' + ,Txrc)
fra5/,^'u*/,et)

r

4-otz

04/1Xf-) -o
/4

a)

6

X=,/ + XIf

:z XLf

x4r * x=r ;q**+
X ^,. ,,,(1qZ) , /tu)

- 7* 1t/1d, /) hrnh 9
XL

-/Xr-)

=> X+r
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2.7.2 \Ierteilungen und Verteilungsfunktionen im Eall von Zufallsvektoren

Deftnition 2.17 [Gemelnsame Verteilungsfunktion; engl. .Joint CDF] Sei

X : (Xt,.. .,, Xn) ein Zufallsuektor. Dann d,efinieren wir:

a) Die Verteilung uon X ist die Wahrscheinli,chlceit Px(B):- P[X e B] azf IR'.

b) Die Gemei,nsame Verteilungsfunkti,on aon X ist di,e Ffu,nletion Fy: lRa -) Ll, welche

f o Ig en d erm,a I s en d ef,ni ert i st :

Fx(h,....,tn) :: P[Xr ( tr:. .., Xn < t"].
2/4

Auch hier ka,nn man zeigen, dass Px durch .F'16 eindeutig festgelegt ist (Heine HA).

Wir zeigen Jef,zt, dass wir aus der gemeinsamen Verteihurgsfunktion von X immer die

Randverteilungen herausdestillieren können:

Lemma 2.18 [Gewinnen von Fx, aus Fx] Sei X ei,n Zufallsaektor. Dann gilt ftir

alle t,i,:

F*,(t): Fx(h, . . .,,ti-trtrtn+r, . . . rtn).lim
t5+e,jt'i

Beweis Lemma 2.18 äe'/." 4 .V*a //4;, &*-c4
Xr- .4--rX&</q/ t-/

\--) I
-,,1

<J-;+<z '"v

/.h'-,/Vrz 2--z ü1,/44T
<*, Y*, Y zzJ.z/x,14

ru-) (/zo-.A-L).

Ylalz lq*
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F5/0
4r-

Analog zum eindimensionalen Fall, nennen wir einen Zufallsvektor X

* diskret, falls es eine höchstens abzählbare Menge C elRn gibt, sodass PIX € C] : 1. /

* absolut stetig, falls es eine F\rnktion fls : IRn -> \ (gemeinsame Dichte - im Gegensatz

zu den Ranil-Dichten) gibt, sodass

PlX, 1tt,...,Xnltnl: f" [r" fut- J _*.. - 
J _*fx(u1,'.',un)d,ut "'du*'

(SZ *--- o4 /-.Zl;) 7*Q,*/ ./*4&, -*l)
Im Fall der diskreten Zufallsvektoren gitt (Vorsicht beim vermuteten absolut stetigen

Pendant):

Lemma 2.19 ldiskreter Zufallsvektor und diskrete Einzelkomponenten] Ein

Zufallsuelctor ist genau ilann d,iskret, wenn alle seine Einzelkomponenten diskrete Zu-

fallsgrössen si,nd.

Beweis Lemma 2.19

e:>
la

c

4.

{-f 
o g>" J; l/

4;-/-4^

{.

I,o' c €/n"{..d€Z,Z*. nnd {Xn4:4
+PIY, €c/J:// z,u6 1":k/*.4

/ a.6€t/äo.- 
n= (Qzr -r q')

c; <,/i : P/X e crJ _ -/
q7[xe Q[: z o//a 4: ,TA

0 --rr -4za

a
.n, {
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X ,//( o,, /)/tJ
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Lemma 2.20 [absolut stetiger Zufallsvektor und absolut stetige Einzelkom-

ponentenl Sei X : (Xu. . ., )f,") ein absolut stetiger Zufallsuelctor. Dann gilt für alle

Einzellcomponenten, d,ass auch d,iese absolut stetig sind, und, es gilt:

roo roo
fxr(t): 1 ...I fx(u1,...t?tri-rtt,'ttri+rr...,un)du1...d'u6-1d,u6+t--.dun.

J-a J-a

f4/z

/zoro// -, '-r/j/) /'B/1
zur vermuteten U%keh"ung

fr--,

/, Ar,*z Z,o7 27.., V/ "/ ./,.-

^/_ ,k
5 y'"'-,b*,/

z

6
n"*/ztrar/< r[x- oJ: Zrfx:tl:iJ,-'

Beweis Lemma 2.20 und ftGegenbeispiel{

o l/6rn ./,a*rr'* e 2 -# /' @ ,

,/
Pfy, ,4J Y /L "ß, s4,.i-, y, < z; . x. ,/-J

4, +*

j/,

-& -a

I c\o

/*
:/

2z =2

I
--7 /, Q,,'"7 /-n F,r-. / , d 4r'r 4,-4*'r-

--@

.4 -4

2i/b- & e/"- r F^- */a* r' :-/-.o,',

X,..- 1l//o..-/)r-,/ (82&*{*zln4lr JV:-f
&

a)

0 fi

In Karr folgen an dieser Stelle noch die wichtigsten Verteilungen. Wir haben dies in der

WTS (weitere in SM, AS) besproctren. Lesen Sie vielleicht nochrnals WTS-Kapitel4 durch.

Auch die Tbansformation von stetigen Zufallsgrössen wurde bereits in WTS-Kapitel 2 (2.6)

besprochen. Karr geht noch unvollständig auf die mehrdimensionalen Transformationen

ein; dies machen wir mr einmal in der Vlsg SM.
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2.7 .3 Vorgegebene Verteilungen

Bisher haben wir Zufallsgrössen X einfach als gegeben betrachtet. Wir haben Sätze

geschrieben der Art: "sei X standardnormalverteilt", also eine "A/(0, 1)-Zufallsgrösse. Dies

konnten wir zu Recht machen, denn es gilt , , /
do"/ o"fuu ? gek* 

'y'"-o 
t'' "'6' u o-- '/

Satz 2.2L von (O, ,A,P) und X zu gegebenem Fl Sei F eine Vertei-

lungsfunktion auf R. Dann eri,stiert ei,n Wahrschei,nlichkei,tsraum (O,/, P) und ei,ne Zu-

fallsgrösse X so, d,ass Fy - P.

Beweis Satz 2.21 (handschriftlich bereits in 2.5 behandelt)

o Ll/riä (rz, 4) - - (t4 krd.

" /"b -/r/7, A! P, G - F
" >(/-) =:eG/ & zy'4t*-
'€ /z)': *rLJ:6 k/ Fk)

ht*rrl .1 :/*r,, s €J: L*,d

Satz 2.21ist jedoch nur eine Existenzaussage, wir wollen noch eine lconsfuv,ktiue Methode

herleiten. Dazu führen wir Konzepte ein, welche in der Vorlesung SM in Kapitel 4 auch

verwBndet werden.
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F/z)

Deffnition 2.22 llnverse von F oder Quantil-F\rnktion von F] Wir defi,ni,eren

di,e Inuerse (od,er Quanti,l-Funlcti,on) ei,ner Vertei,Iungsfunkti,on F als

P-'(r) :: inf {t : F(t) > r), u € (0, 1)

Paar Bemerkungen und Bilder, um dieses Konstrukt besser kennenzulernen

",r ,.1^.+/ Q-f *&- E /l*.2 -y'4-/*& G':o .;r&*Vezru- 7* 4**ä)
o F41*) n,.*/L-/ (/.äL**, -J- z%)
't'4 f-r'/,"" F ft.1 4,c.t!.e-o,e,e,az

u F n*- -ffir,,ta//,J *,,.// g,/Gl*i". */ ,--.ze_rfor.zJ
r;o(*)

O-------O (t;1rag)
4

ö.6

o,4
"2

X4o4tz4 o a,( o.6 4

" 'r "/a'rs)':u* 
/r'r+)> a.#J -- zdl- /t- o, ,J : o, , /z*,L6- .1-: J

" F" 1o. c / 4: ,/k /rra , o. aJ - ,V1z/l-r- o"rJ :ö" t /;. //*.1J
" in /o' a) t: ,41+ /n /e) z o-l * .{42/z 

, {.. ^rJ =l//* --} I : _I(Co-*-Ä-z.44l z-d I c ?er *<>

)

i

Wir listen hier ein paar elementare Eigenschaften von .F--l auf, welche rvir gleich benutzen

werden, Sie beweisen diese Aussagen in Übungsblatt 9.

Lemma 2.23 [elementare Eigenschaften von F-tl Sei, F-L die Inuerse uon F

Dann gelten:

a) Für alle (r,t) si,lt F-t(r) < t e n < F(t).

b) p-r iü monoton wach,send und li,nks-stetig.

c) Falls F steti,g'ist, dann gi,It F(F-L(r)) : r für alle r e (0,1)
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Jetzt kommt - im Gegensatz nt Satz 2.2L - eine konstruktive Methode, Dazu ein paar

Vorbemerkungen:

1. Im Statistik-Paket R (vgl Vlsg WTS) und in anderen Statistik-Paketen haben Sie alle

wichtigen Zufallsgrössen bereits implementiert.

2. Man kann sich aber einerseits fragen, wie die Entwicklerlnnen von R dies gemacht haben

und andererseits kann es auch sein, dass Sie in einer anderen Programmierumgebung dies

zu F\rss selber machen müssen,

3. Was jetzt folgt berücksichtigt ni,chtallfällige algorithmische Probleme wegen der Rechen-

geschwindigkeit.

4. Im Semesterapparat finden Sie das Buch "Introduction to Stochastic Calculus Applied

to Finance" von Lamberton fLapeyre. Dort hat es in Kapitel 8 weitere Angaben zlrr

Programmierung von Zufallsgrössen, Zufallsvektoren und -Prozessen.

5. Wir setzen im Folgenden voraus) dass Sie eine U[0,l]-Zufallsgrösse bereits besitzen.

Diese erhalten Sie in meist genügender Präzision zum Beispiel, in dem Sie einen Zufalls-

generator für natürliche Zahlen von 1 bis .l/ haben und dann das Resultat durch l/ teilen.

6. Die jetzt folgende Methode "Quantil-Tbansformation" (eher Statistik) nennt man auch

"Inverse Distribution Function"-Methode (eher Stochastik).

- -4,**"/a/Lemma 2r],a'finverse Distribution Function-Methode] Sei, F e'ine Vertei'lungs-

funkti,on auf

.funkti,on F.

IR. ,Sei U ei,neUl},Ll-ZufallsgrösserDann hat X 1 (U) d,i,e Vertei,lungs-

(-(

Beweis von Lemma 2.24 und Beispiel (exp(Ä))

x:-. -,6/ t
X

" ./-'J./ -",--/-. L----... z.zt-z:) n *4, .-y'1..*o,,.1 ?"*Z ;Z-F7r, -,/ *A ZZ
" Fn 1t), :pfx zzJ: pfF -. /u) . rl I r/r?'. rrll :77; "' 

t"' 

7 ,Fs4r
t /az./b", ta+ //fc1v/.,"L .A-(s)a,a./r- &"/rr*, /d.17_.-^) 

7r=Z/:_h@ ae (o,a)

/.o /tD - \ \8,'/'z:'. )
. --2- w;- 

^,e)7z(^), roo. (-/*t tfo,.lJ ,. g/Hr4rz*" ,/
Sie sehen anhand des Beispiels auch, dass Sie entweder F-1 in geschlossener Form

bereits haben rnüssen oder eine gute numerische Approximation kennen.
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FS4Z

Zu Lemma 2.24 gibt es auch eine Umkehrung. In der Vorlesung SM sehen wir mit

Hilfe von WT-Lemma2.25 in SM-Kapitel4 über Testtheorie, dass bei stetiger Teststatistik

unter der Nullhypothese der P-Wert eine U[0,1]-Verteilung besitzt.
(---//;a.-

Lemma 2.25 [Verteilung von F26(X) wenn F; stetig] Sei, Fy steti,g

Fx (X) ei,ne U 10, L]- Verteilung.

Beweis Lemma 2.25

Wa-";;A:', 
r/. e,A

, iann'hat 'a*L <t(

zo*o"t4 fr-/u4
(g -- *l /r[x -e"/o)J !Zof*. aZl

i
)

:z Q k) ^.c/fo,4J

/*/ :l

Q*.7o, zJ
Qk)

(

Ohne Beweis fügen wir noch das Pendant für Vektoren von Satz 2.2L an:

Satz 2.26[Existenz von (f], ,4,P)und X zu gegebenem tr'l ,"r{kA-*'"/A-
l0,I] ei,ne n-di,mensi,onale Vertei,lungsfunktion. Dann eri,stiert ein Wah,rschei,nli'chkei,ts-

raum ({l,A,P) und ei,n ZufallsuelrtorX:: (Xt,.. .,Xn) so, dass Fx: F,
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Wir schliessen dieses Kapitel ab mit Bemerkungen zu Folgen von Zufallsgrössen. Wir

brauchen dies in Kapitel 5 und vor allem in der Vlsg AS.

Nehmen wir eirrmal an, wir haben mathematisch sauber ein (Q, ArP) und eine Folge

von Zufallsgrössen (Xr)*>o konstruiert. Darur muss wegen der Stetigkeit von P sicher

gelten:

PlXr,1tu...,Xn < tr,] - .lim PlX,1tu...,Xn1tn,X*+r S tl.

Falls wir zu einer gegebenen Folge von Verteilungsfunktionen (fL)">o eine Folge von Zu-

fallsgrössen (X")">o konstruieren wollen, müssen wir also sicher fordern, dass

,lsflr+t(tr, . . .,tn,t) : Fn(h,. . ., t*).

In der Tat ist diese Konsistenzbedingung auch genügend. Dies ist ein fundamentales Re-

sultat aus der Masstheorie und lautet (Beweis in A.N. Sirjaev: Wahrscheinlichkeit)

61*,/ß,{* {e'eA-,"7-a 4"*oA uo- / ÄS
Existenz stochastischer Prozesse]Satz 2.27 [Satz vort

Für alle n gelte, dass

tenzbed,ingung

eine Verteilungsfunktion auf W ist. Es gelte zudem die Konsis-

,$ flr+t(tr, - - -,tn,t) : Fn(h,. . ., t')

fär q,Ile n und, (ür,.. .,tn). Dann gibt es ei,nen Wahrscheinlichkei,tsraum (Q,"A,P) und,

eine Folge uon Zufallsgrössen (X*)">o so, dass Fn für alle n di,e Verteilungsfunktion uon

(Xt, . .., Xn) ist.

über die
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