Wabhrscheinlichkeitstheorie
Dr. C.J. Luchsinger
3 Unabhangigkeit

Wir repetieren zuerst unsere elementaren Vorstellungen von Unabhéngigkeit von Ereignis-

sen und Zufallsgrossen aus der WT'S:
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3.1 Unabhangigkeit von Zufallsgriossen

Entgegen dem Aufbau in WTS werden wir jetzt zuerst die Unabhéngigkeit von Zufallsgros-

sen behandeln und definieren hierzu erstmal:

Defintion 3.1 [Unabhiingigkeit von Zufallsgrossen] Zufallsgrossen X.,...,Xn

sind unabhangig, wenn

n
P[X1 € By,..., X, € By] = [ [ PIX; € Bi]
i=1

fiir alle Borelmengen Bi,...,B,. Fine unendliche Menge von Zufallsgrossen sei un-
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abhingig, wenn jede endliche Teilmenge hiervon unabhingig ist. - co e %
(Arﬂwa//

Obige Definition ist ein wenig umsténdlich: wir miissten dazu jede Borel-Menge
iiberpriifen - und die konnen kompliziert sein! Bereits in der Vlsg WTS haben wir je-
doch gesehen, dass die Faktorisierung der Verteilungsfunktion bereits ein gleichwertiges
Kriterium ist. Damit kénnen wir - wieschon hiufig in Kapitel 1 und 2 - eine Vereinfachung /
machen derart, dass anstelle von allen Borel-Mengen lediglich ein Erzeugendensystem von

B(R) - hier die halboffenen Intervalle (—oo, a] - iberpriift werden miissen.

Satz 3.2 [Faktorisierung von F und Unabhéngigkeit] Zufallsgrossen X1, ..., X,

sind unabhangig genau dann wenn

Fx(ti,...,ty) = EFX,-(ti) @

fir alle t1,...,t, € R.

Beweis Satz 3.2

=}>:)L 4//‘£/ P&(_é,’/ /)( _éj_

_PZ)./ (- /'f] yé( u-—éhjj—-

77 /"gX- e mﬂ.@j

@(}‘ 2/

B //'-:/ /i /g’) 2 %Am/{] Soul—
/fél,fﬁf- —~ Lo irer AP, puil

—rrle civ /:. L7 - V/_,‘.-fa'/



,C.J'cpgé % /%

<= C’ﬂe‘/?4 /I{é é/uw/éi oin L@?_ ffﬁ@(//f)_ra/ /ﬂ
& L e8, 0 e,

st /= /D/éﬁj// /05(4{7//{)

(Al foro A Fion ke gy g 7 2l

/ /(— w, &/ 1‘6//?]5/ nacd VMW;eé;,;/,W//— ot e .

S wzert BOR ol g po bl Ao liligo (ke 67

0 Wstln st T AF Lok kel [k Gl — i)

bw4 a/ 0/?4“' 49@ = o )—,@(/}
=Y g

A oAty & 6@5-@//?)

” " + //’ (/7 /1’4’ tee srosra A’Lﬂ. _gevgéw%

o Lo ek, //évv%@
2,"'/7'.(.1.[96-‘ =2 £, .

/D/Sg eONA, X, b, , X, €L )=

L., N

=/ - . A
/X/’ €&, Xz €%, ., X, < ﬁ,j“‘ /WX/,/ 64)(2 LA X. < {:’7

=L eI AN €. 3= s e ] 75/ <)

(= 2.

=/ éé’\/j/:?/o[x’ <£—J ‘:"*'5’5/\'4/5//(-4

34 G, el £ L AL = L 6/’4 cee,) L7 £ Lol EMF

/Z/\?éé; Xz_—‘ 27 7 X"’ ‘-‘{7"]"/“‘”/)[)/ (Lj )/ C-éZ/ ,X -"é:,j

=/l S/ --‘1]7%'? Iy
<4t 17 fx <t ]

4.—? Ciacd

=/D/:“4 6&)]7‘;7#/% <t/

(&> s T segy s

ok/,/év/ /éé:.,,—,/d;k cewse R é»ﬂl/ )(z/'/ MI gé;ﬁ /%:7‘? "’/é:‘” Vos4 (v(?}?(ﬁ)

/D/}z/, (L/ cha X;— ;7/ ,Y <-f :) szqéd‘]/'{zrf*‘/m/)f({]

b Ee B, @l Sl e il oo ! w"/ )

f—g/ iy ‘Lz & NV, ﬂ



Bereits in der Visg WTS haben wir immer wieder betont, dass die Definition der Vertei-
lungsfunktion(en) gleich ist fiir alle Arten von Verteilungen (diskret, absolut stetig und sin-
guldr stetig - sogar fiir konvexe Linearkombinationen hiervon). Unterschiede ergeben sich,
sobald wir die Wahrscheinlichkeitsfunktionen (diskret) bzw die Dichten (absolut stetig) im
Hinblick auf die Unabhéngigkeit der zugrunde liegenden Zufallsgrossen untersuchen wollen.

Deshalb folgen jetzt 2 sich entsprechende Satze (Satz 3.3 und Satz 3.4):

Satz 3.3 [Unabhéngigkeit diskreter Zufallsgrossen] Seien Xi,..., X,, diskrete
Zufallsgréssen mit Werten in der abzdhlbaren Menge C., Dann gilt: Xq,..., X, sind un-

abhdngig genau dann wenn

P[X1=a1,...,Xn=an]=HP[X¢:ai]. @

i=1

fiir alle ay,...,a, € C.

Beweis Satz 3.3
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Dann noch das Analogon im stetigen Fall:

Satz 3.4 [Unabhingigkeit absolut stetiger Zufallsgréssen] X := (Xy,..., X,)

sei ein absolut stetiger Zufallsvektor. Dann gilt: X4, ..., X, sind unabhdingig genau dann
wenn
n
Fx (@1, mn) = [ ] fxi (@) (77)
i=1

fur fast alle z4,...,z, € R.
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Um das folgende, kleine Korollar zu verstehen, lesen Sie vorher bitte die Resultate und
Definitionen aus 2.7 nochmals durch. Gemaéss Lemma 2.20 gilt, dass die Komponenten
eines absolut stetigen Zufallsvektors immer auch absolut stetig sind. Wir haben bereits
dort darauf hingewiesen, dass - im Gegensatz zum diskreten Fall - die Umkehrung nicht
gilt und dazu auch ein Beispiel gegeben. Hingegen gilt die Umkehrung, wenn wir noch die

Unabhéngigkeit der Einzelkomponenten fordern:

Korollar 3.5 [absolut stetiger Vektor und absolut stetige Komponenten bei
Unabhiingigkeit] Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsgrossen. Dann gili: die Kompo-
nenten (X;)P_, sind genau dann absolut stetig, wenn auch der Vektor (X1,...,Xn) absolut

stetig ist.

Beweis Korollar 3.5
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3.2 Unabhéangigkeit von Ereignissen

Definition 3.6 [Unabhiingigkeit von Ereignissen] Ereignisse Ai,..., A, sind
unabhéingig, wenn die Indikatoren 14,,...,14, (Zufallsgrossen!) unabhdngig sind. Eine

unendliche Sammlung von Ereignissen nennen wir unabhdngig, wenn jede endliche Teil-

sammlung unabhangig 2st.

L.A)c//

Wir miissen natiirlich schauen, dass diese Definition gleichwertig mit der Definition aus

der WTS ist - dies st der Fall:
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Satz 3.7 [Gleichwertigkeit der Definitionen von Unabhéingigkeit von Ereig-

nissen] Ereignisse Ay, ..., A, sind unabhingig genau dann wenn
P[nieIAi] e H P[A@] (w)
iel

fiir jede Teilmenge I C {1,...,n}.

Beweis Satz 3.7
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Sie beweisen in einer Ubungsaufggbe, dass Ay, ..., A, genau dann unabhanglg sind, wenn

auch A, ..., AS unabhéngig si
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In Kapitel 1 haben wir in Satz 1.11 [Borel-Cantelli I] gezeigt, dass e
o0 ’ r
ZP[An] < oo = P[limsup A4,] = 0. ?‘ Wl < o '/")/: Py
n=1 n —

Im Fall von Unabhangigkeit haben wir auch eine Umkehrung der Art:

Satz 3.8 [Borel-Cantelli II] Seien A;, Az, ... unabhdngige Ereignisse. Dann gilt

00
ZP[An] = 00 = P[limsup A,] = 1.
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In den I"Jbungen werden Sie noch Beispiele zu Borel-Cantelli angeben miissen.
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