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3 Unabhängigkeit
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Wir repetieren zuerst unsere elementaren Vorstellungen von Unabhängigkeit von Ereignis-

sen und Zufallsgrössen aus der WTS:
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3.1 Unabhängigkeit von Zufallsgrössen

Entgegen dem Aufbau in WTS werden wir jetzt zuerst die Unabhängigkeit von Zufallsgrös-

sen behandeln und definieren hierzu erstmal:

Deffntion 3.1 fUnabhängigkeit von Zufallsgrössen] Zufallsgrössen Xy. .., X*

sind unabhöngig, wenn

lt

PlXt € Bt,. .., Xn E BnJ: II PlXo . aa)
ö,=I

fiir alle Borelmengen 81,. .., Bn. Eine unendliche Menge uon Zufallsgrössen sei un-

abhöngig, wenn jede endti,che Teilmenge hierron unabhöngig ist. ' **)* AA)'.'r*r,

Obige Definition ist ein wenig umständlich: wir mässten dazu jede Borel-Menge

überprüfen - und die können kompliziert sein! Bereits in der Vlsg WTS haben wir je-

doch gesehen, dass die Faktorisierung der Verteilungsfirnktion bereits ein gleichwertiges

Kriterium ist. Damit können wir - witzschon häufig in Kapitel 1- und 2 - eine Vereinfachung /
machen derart, dass anstelle von al(enBorcl-Mengen lediglich ein Erzeugendensystem von

6(R) - hier die halboffenen Intervalle (-m, a] - überprüft werden müssen.

Satz 3.2 [Fbktorisierung von F und Unabhängigkeitl ZufallsgrössenXr,. . .,Xn

sind unabhöngig geno,u dann wenn

fk(tr, ...,tn): II Fxo(til
ft

i:L

ftir alle tt, . . ., tn € lR..

Beweis Satz 3.2
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Bereits in der Vlsg WTS haben wir immer wieder betont, dass die Definition der Vertei-

lungsfunktion(en) gleich ist für alle Arten von Verteilungen (diskret, absolut stetig und sin-

gulär stetig - sogar für konvexe Linearkombinationen hiervon). Unterschiede ergeben sich,

sobald wir die Wahrscheinlichkeitsfunktionen (diskret) bzw die Dichten (absolut stetig) im

Hinblick auf die Unabhängigkeit der zugrunde liegenden Zufallsgrössen untersuchen wollen.

Deshalb folgen jetzt 2 sich entsprechende Sätze (Satz 3.3 und Satz 3.4):

Satz 3.3 [Unabhängigkeit diskreter Zufallsgrössen] Sei,en Xt, . . . , Xn diskrete

Zufallsgrössen mi,t Werten i,n der abzrihlbaren Menge C, Dann gi,lt: X1,. , ., Xn si,nd un-

abhängi,g genau dann wenn

PlX, : eLt, . . , Xn - an]: fl PlXo : qr1. 1$
n

i:I

für alle &1.t. .. ,an € C

Beweis Satz 3.3

-+' /11*-- **/ /*J abOn)7 o--.-,/-./.L27 a/ z-/.,*.
&: /b.ä. ,/.rt v. 2 u-.. tu,fru.Llay'tl<

/<1- ?[L ,J
z" 4{
ra 11o

:44./ z X-,-1

p[u. Z/- -7/ x"

YL

.-.--> .:

q-ea

an 114

z
tt-€C

q- 11

a/, ea
q.-<1;_

@:
q4 ec

?o 11n

/4f-Z-e[rz :*,Jt - / 1\;/:4

\
/t&r /gr//u,t

z 7[x, arJ

x.,l

a/,1a:.e*

/ =-7

/"*
a-,-L L

u-4 ..- Xz
.-_ >(>:uT* ä%tr[y z4,



Dann noch das Analogon im stetigen Fall:

Satz 3.4 [Unabhängigkeit absolut stetiger Zufallsgrössen] X :: (Xr,. ..,Xn)
sei, ein absolut steti,ger Zufallsaektor. Dann gi,It: Xy . . . , Xn si,nd unabhöngi,g genau dann

wenn
n

fx(*u...,nn):fl fxn@) (r)

*,,

für fast alle ry. . . , r?x € lR.

Beweis Satz 3.4
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Um das folgende, kleine Korollar zu verstehen, lesen Sie vorher bitte die Resultate und

Definitionen aus 2.7 nochmals durch. Gemäss Lemma 2.20 gIlt, dass die Komponenten

eines absolut stetigen Zufallsvektors immer auch absolut stetig sind. Wir haben bereits

dort darauf hingewiesen, dass - im Gegensatz zum diskreten Fall - die Umkehtuttg ni,cht

gilt und dazu auch ein Beispiel gegeben. Hingegen gitt die Umkehnrng, wenn wir noch die

Unabhängigkeit der Einzelkomponenten fordern:

Korollar 3.5 [absolut stetiger Vektor und absolut stetige Komponenten bei

Unabhängigkeitl Seien Xt,...,Xn unabhöngige Zufallsgrössen. Dann gilt: di'e Kompo-

nenten (Xr)Lr sinil genau ilann absolut steti,g, wenn auch der VeWor (Xt,. ..,Xn) absolut

stetig i,st.

Beweis Korollar 3.5
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3.2 Unabhängigkeit von Ereignissen

Deftnition 3.6 [Unabhängigkeit von Ereignissen] Erei,gni,sse At,...,An si'nd,

unabhöngig, u)enn di,e Indi,katoren lAr,...,,l-An (Zufallsgrössen!) unabhängig sind. Eine

unendli,che Sammlung uon Erei,gnössen nennen wir unabhtingig, wenn iede endliche Teil-

sammlung unabhängig ist.L pcz
Wir müssen natürlich schauen, dass diese Definition gleichwertig mit der Definition aus

der WTS ist - dies fsf der Fall:
y'r, Zz^ z ^4 z4')

Satz 3.7 [Gleichwertigkeit der tionen von (Jnabhängigkeit von Ereig-

nissenl Erei,gnisse At, . . . , An s'i,nd unabhängig genau d,ann wenn

PfnaalAal: ll PlAal
ter

für jede Tei,lmenge I g {1, ...,n}.

Beweis Satz 3.7
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In Kapitel t haben wir in Satz 1.11 fBorel-Cantelli tl gezeigt, dass

I o[a"] < oo + PllimsupÄ,,1 : s.
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t-", u/ . "o -, l- z;- - d
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Im Fall von Unabhängigkeit haben wir auch eine Umkehrung der Art:

Satz 3.8 [Borel-Cantelli il] Sei,en At,, Az,. . . unabhängige Erei,gnisse. Dann gilt
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In den Üburrgen werden Sie noch Beispiele zu Borel-Cantelli angeben müsßäri.
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