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4 Erwartungswerte

4.0 Ein paar Vorbemerkungen

1. Wir haben in Kapitel 2 nach Lemma 2.11 einen kurzen Abstecher gemacht, in dem

wir eine Erweiterung von (Q, A, P) und einem darauf definierten X vorgenommen haben,

um auch Werte *oo als Werte einer Zufallsgrösse zuzulassen. Wir brauchen dies in der Vlsg

AS. Falls eine Zufallsgrösse X mit Wahrscheinlichkeit ) 0 den Wert *oo annimmt (und

beispielsweise nach unten beschränkt ist), dann definieren wir den Erwartungswert als *oo.

trs ist aber bereits in der Vlsg WTS darauf hingewiesen worden, dass eine Zufallsgrösse

durchaus sowohl mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche Werte annehmen kann, aber trotzdem

keinen endlichen Erwartungswert hat. Dazu geben Sie im Must-Teil auf Blatt 10 ein

einfaches Beispiei (benutzen Sie dazu den Erwartungswertsbegriff aus der WTS).

2. In der WTS haben wir in WTS-Definition 3.1 den Erwartungswert ,O[X] einer

diskreten und (absolut) stetigen Zufallsgrösse X definiert als

EIX]:: l*. riPlX : r.;] falis X diskret

I?*rf (r)dr falls X (absolut) stetig

D,,g(ru)Plx : 11) falls x diskret

[?""g(r)f (r)dr falls X (absolut) stetig

Weiters definierten wir mit 9(r) eine Borel-Funktion von IR. nach IR

Els(x)):

Diese Definitionen gelten, falls die Summe bzw. das Integral existiert. Dabei wird jeweils

über den gesamten Wertebereich der Zufallsgrösse summiert respektive integriert.

Diese "Definitionen" reichen für eine einführende Vorlesung und Serviceveranstaltun-

gen. Sie sind auch anschaulich wegen des bekannten Durchschnitts und der physikalischen
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Interpretation als Schwerpunkt. Diese beiden Definitionen sind aber nicht ganz unprob-

lematisch, wenn einfach so parallel hingeschrieben. Die erste ist ein Spezialfall der zweiten

Definition und es ist nicht sofort ersichtlich, dass dies nicht auf einmal zu 2 verschiedg-

nen Erwartungswerten führen könnte: je nachdem, ob man in einer konkreten Situation

die erste oder die zweite Definition benutzt. Das Probiem obiger Definitionen ist aber ins-

besondere, dass wir in der modernen Stochastik ein besseres Fundament brauchen; deshalb

wird zur Definition von Erwartungswerten weit ausgeholt '(4.1-4.3,4.4, 4.5). Wir werden

die obigen Resultate in 4.5 (also relativ spät) sauber erarbeiten.

3. Was wollen wir sinnvollerweise von einem Erwartungswert fordern (haben wir in

der WTS über ,E gelernt)? /Z-// *- /Z Z)

" tr/'*.r/ : ^ /. e//f

. ./ s -4 r-[42 7: r[/7
/4 (/./-,"/,,
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4.1 Erwartungswert einfacher Zufallsgrössen

Sei (f,), A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir haben in Kapitel 2 einfache Zufallsgrössen

eingeführt in dem Sinne, dass Sie nur endlich viele Werte annehmen und damit eine Darstel-

Iung in der Art 
rL

Y -)i.ai!au (D)
i:I

besitzen, wo (A1)i, eine Partition von C) ist (die a4's müssen n'ichtverschieden sein). Dann

definieren wir erstmal "

Definition 4.1 [Erwartungswert einer einfachen Zufallsgrösse] ,Sez X ei,ne

ei.nfache Zufallsgrösse thit Darstellung X :DT:ra,i,LAo. Dann defi,n'ieren wir

TL

Elxl::laP[Al,
i:1

Wir orientieren uns damit bei dieser Definition durchaus am diskreten Fall von WTS-

Definition 3,1; auch dort war der Erwartungwert eine gewi,chfete Summe; die Gewichte sind

dabei die Wahrscheinlichkeiten (P[41]), mit denen die Werte (ai) angenommen werden.

Sie zeigen in einer kleinen Ubung, dass dies wohldefiniert in dem Sinne ist, dass der Er-

wartungswert nicht von der Darstellung (D) abhängt.

Berechnen Sie mit Hilfe von Definition 4.L EILA] und E[c], wo c eine Konstante

4, -o.y'o

/'
t- --/. /

'r'
1 :1' /

" f[/zJ : o,e[-+ -J *.2r[--<J:f/-4J

3Z-

r[--rzJ : <.
. E[--J I
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Nach diesen kleinen Resultaten folgen Linearität und Monotonie von E bei einfachen Z'G

Satz 4.2 [Linearität von E bei einfachen Z.G.) Seien X,Y beide einfach'e Z.G

und, a,b e R. Dann i'st, auclt' aX I bY eine einfache Z.G' und es giLt:

ElaX + bY): aElXl + bElYl

z E /e* &,uLu-

Beweis von Satz 4,2: 84

Pz

e
h

.-9o,L x_ 7- -, /, L
i=n 4' r-2 z. ./

,/=z J 2'/
3

4 -U
4s

. oy+/(:z t e., *//,) y'
+_-_---/ i-a ä=.-/ te4 o=4 

4 n S,
(or,/-Z 2.. ./* ,D//a g. ß

e? atY+d/ 4 *l/.4 z" <

-4

\

4,

4y*/fJ;-?- 7 G., /dti)7/2 -4J
- Z (u o, Wä ä rf-4, n r,J *,* n t),* r[.4 .,s"J

(z), @;)
P*,4'J/.,.o-

--. afxJ +- t gfzJ.

Wie folgt jetzt hieraus die Monotonie von -E bei einfach en Z.G.? ,1./.. X< / -2 tfXJ -'pfZJ

. /./>o -, f[LzJ=a /Lt/*- 1;>t;* Lr' 6V ,E',gt;k/)

. L{,-/-K--o :? r7}-tJ: ETlz-2<J'-o 
*L!2' r[47rtrt4J.

,''

I

75



*fr
(

4.2 Elw artungswert nichtnegativer Zufallsgrössen

In Lemma 2.I3 haben wir gezeigt, dass wir für jede Z.G. X mit X > 0 eine Folge

von einfachen Zufallsgrössen 0 ( Xr I Xz. . . haben, sodass Xr(r) I X(r) punktweise.

Es ist dann naheliegend, den Erwartungswert nichtnegaiiver Zufallsgrössen als Limes von

Erwartungswerten ebensolcher Z.G. zu defi"nieren:

Definition 4.3 fErwartungswert nichtnegativer Zufallsgrössen] ,Sez X e,ine

nichtnegatiue Zufallsgrösse. Set Xn e'ine monotone, nichtnegati,ue Folge uon einfachen

Zufallsgrössen, sodass X.I X. Dann defin'ieren wi,r

Elxl:: )*nlx"l < oo

Wegen der Monotonie von -E für einfache Z.G. haben wir auch ElXl < EIX1] < ....
Damit existiert der Limes auf jeden Fall (monotone Folgen konvergieren immer eigentlich

oder uneigentiich). Der Limes kann aber unendlich sein.

Wir müssen noch die technisch relevante Erwartung überprüfen, dass obiger E[X] nicht

von der gewählten Folge abhängt; dies ist der Fall:

Lemma 4.4 {E ist unabhängig von der approximierenden Folge] Sei,en (Xn)
und (*1) beid,es Folgen uon monotonen, n'ichtnegatiuen, ei,nfachen 2.G., welch"e be,id,e gegen

X konaerg'ieren. Dann gilt auch

)ggn[x"] : /gL Elx*l

Streng mathematisch gesehen, durfte man in Definition 4.3 nicht das gieiche Zeichen" E"

für den Erwartungswert benutzen wie in Definition 4.1. Aber wegen Lemrna 4.4 dürfen wir

bei einfachen, nichtnegativen Zufallsgrössen X diese auch durch die "Folge" vorr Xn:: X
für alle n "approximieren" und erhalten damit den gleichen Wert in Definition 4.1 wie

in Definition 4.3. In 4.3 wird diese mathematische Raffinesse noch in den negativen Teil

fortgesetzt - es wird also erlaubt sein, hier immer das gleiche Symbol E zu benutzen!
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Beweis von Lemma 4.42

. Z*,;r*- zzr*"ä ,f.J f *#"/.ZZ E" yn X, "&,,_
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Genau wie in Teil 4.1 werden wir auch hier - jetzt für eine grössere Klasse von Z.G. - die

wichtigsten Eigenschaften beweisen:

Satz 4.5 [Linearität von E bei nichtnegativen Zufallsgrössen] ,Sezen X,Y je

nichtnego,ti,ue Z.G. und a,b e IRa , Da,nn, gilt

ElaX + bY): aElX) + b\lYl. (un * -- .-)

Beweis Satz 4.5:

+ /.4 - //ezz l/*X l+ Z,l/

4u,

o A Y. 2 X g- ,Z --o / ,-.:,y'./ :2o4+ /f .*.1_,:1./ ä_+ 
".2) 

/
(*X- */% ) -;'G y*t2 ) /, ...

" r[x*/4]f z; 4 n
,7 h+e ,J]

/; /.g.1 -,nZ_Jj-/* - f[v.J*/!," t f[z)
L412.

:t"-r[xJ 
" /F[4

Auch hier wollen wir noch auf die Monotonie von E bei nichtnegativen Z.G. schliessen:
7>462,u/4 >a

' X>/za i L, : X-7=a >

' z[xJ: ft,*]:g[zJ n r[zJ , ec4 c:a :u

€/4

7B

€/.?

Z---7,-
>Q

/"'4 E fz) '- . E-fxJ -- rfrJ. (.--r"./ o,"./)



Es folgen jetzt noch ein paar Resultate vor 4.3, welche thematisch eher zu Kapitel 5

(n --- oo) gehören, beweistechnisch aber jetzt Sinn machen:

--2

Der folgende Satz ist der erste in dieser Vlsg, welcher die allgemeine Flage in WT und

Analysis behandelt: /

,/1/'r
"wann darf ich Limesbildung und Integration vertauschen?"

Satz 4.6 [Lemma von Fatou] Sei, (X") ei,ne ni,chtnegatiue Folge uon ZufalLsgrössen'

Dann gilt:

E[imrnf x.] < lill'gf Etxd
- ,.-,ä ..-o4 *4'/? -/l

Geben sie eine situation an, in der obige ungleichung strikt gilt,: v

" (fZ, ,-/, I - ((r,rZ h G",oD 
" 
) , Y,, *h'4* 4l

"K. o /o,- e -s/- :2 r[],*,tr xJ: o < z;./r[y_J:-{

In den Üb,1trgetr müssen Sie im Honours-Programm noch eine Erweiterung hin zum lim sup

beweisen.

Beweis von Satz 4.6:

t afz<+a h ->ce.o z- ,:,1/ Ya, :rZ* ,z z;,/X"
/t>-,

-= afz] - e
(--*+ez F>o 6-/.C

,Tt/ Fk*l ,.rfrJ
(--- ,/L .f erzära o4Q

%, *nLl- -' ,/L,7 X.

-€/'/.6

"f// u/-k *./ / Ek' eah *'-/..L,3-/.

-r 2./<.3. ---)
1-r*./ Y-JJ /,; z-/zJ, /*./t[X.=J



.ä. /y'o,,.,2{urg .".'J" ; ki, W&/teaea Ate* Z-./<_

n ri 4-/.,*. L,,/7-z:&./o.rz u' -
/z<." cll z(<r, n., /Tz.,e-

/tA
Satz 4.7 fSatz über monotone X{rlergenz vort Beppo Levi (1875-1961)l ,9ei

(Xn) eine monotone, ni,chtnegatiue Folge uon Zufallsgrössen nxit Xr-J X. Dann gi'lt:

,"[gE[x"] : E[,H. xnf : Elx]'

Ein analoger Satz gilt auch in der Analysis; vgl zB Satz 1 in $9 in Forster Analysis III.{
,)

Beweis von Satz 4.72 o tt'/ 4*- z-fx|t /*,/rfx.Jl!)t=, rfX-J ' t'fXJ
X- < X :, [[X-J -. SfXJ :> /,/,-,or {X-J.{/J

li x,, :x :2

lL'y' X- : X :z ,a"1*

r[xJ:E[zr,/ x_J < /L., y' dX"J

o e-v. :*<) .&*"/ i a zaz A/ gg-
Beachten Sie bitte, dass unser Beispiel nach dem Lemma von Fatou nicht im Widerspruch

zu Satz 4.7 steht! , ,/ :n't(o,1j

*ffiKr XnnX.< X p,**, gz*/-b--
In den Vlsg'en WTS, AS und SM haben wir bereits

k:L k:L

gemacht. Ohne Einschränkungen (diese waren in WTS, AS und SM immer gegeben) gilt

diese Formel nicht; hingegen können wir jetzt schon beweisen:

E'lt Y*l:Drl"ul

Satz 4.8 [Partialsummen und Vertauschung der

und lf,:rYrc(w) 1 m fiir alle w e Q. Dann gilt:

I L'/-l/'*ö('' i
Limesbildan1f SetenYl,) 0 

/

oo

oo

k=1

oo

oo

k=1
ElDvnl-- Drt"ol.

Ff4 {Beweis satz 4.8: k$,f)
lr,-7- Vu ../!.-.--t r,

,1

h=--t ü=a
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ß/L
,Lrlu-,/-:n. L*o^A;u-ät/ oä - ,Qr*u /.".'*.2/ > ö y,/za

* a@ {f,, X + a rJ :-ffxJ s 6 f7J .".. .o, / 4/.f*

- 
aFs,eno */.'^or, t14 - ar ,* & ".*.1 ä.r,o=&-*

4.3 Erwartungswert von Zufallsgrössen (Integrierbare Zufallsgrössen)

Wir kommen hiermit ntrn Ietzten Erweiterungsschritt nach 4.1 und 4.2: wir werden

jetzt auch die negativen Zufallsgrössen einbeziehen. Gegenüber 4.2 werden wir uns aber

auch leicht einschränken, da wir Endlichkeit der involvierten Grössen fordern.

Wir repetieren aus Kapitel 2: X+ :: max{X,0}, X- :: - min{X,0} (beidenichtnegativ!)

rurd damit X : X* - X- und lXl -- Y+ + X-.

Deffnition 4.9 [Integrierbar, Erwartungswert, L'] Sei X eine Z.G-- Dann

d,efiniercn wör

a) X i,st integri,erbar, uenn E[lXl] ( oo.

b) Folls X integrierbor ist, defi,nieren wir d,en Erwartungswert aon X als

Elxl: .Elx+l - Elx-1.

c) Wi,r bezei,chnen mit Lr ili,e Menge der integri,erbaren Z.G.

l- Z 4ol-
Kleine Betrachtungen zu Definition 4.9:

, &/Z Y ,L,,44*/""* *"r[yJ
*gfX*J < a'o 4 ffXJ 1,* ==+ 

.re,_Z^A) ,-",./,./.L"..t
(rirl .'-' )

,E: uu., to4r/./.- (- n,'. u,7 ., ",/;t,.^ Z 6: oJ/,&* 6./..1"/.,*,1
(

44 Loz.

,'Müä::
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Satz 4,10 [Linearität von .E] Seien X,Y e LL und, a,b eR^, dann gilt

aX *bY e LL

Elax +bYl - aElxl+bUlYl.

?-J.r/
Beweis Satz 4.10: /fu,.*/noo-,

Tr"/4 l*x*47/<lo//x/ +

und,

o

o

/r//:, zs4aty( , u ö?
0/ /

z//* K +t rf =

hz' '+ /1-z=r

lr1)

?
d;(to,/

?., i/1,,*- oL4 6i4Q e-o

,* tt/Sfrl :roh/L glaz
", 

X*6 ,/ 6Z (
{,,

T.t /2 ,*-,itt^y# /Z zrr z= ,tr,är, ;t.-./ a,>(,4O,*1g., "/,un
rf+

ea,

-=^J=Ffz'J-ffifu*: (7o -z=)* *2.

-/-f2-./ Z-- f öG<-

f r*rrL q.S

Fro
0e 2z ct

*sfz.J,tr[(+-z)J:f-frz-,-z- t*J"a-f=_) &
"r/le *r" 4!/ @V*^ lu*oeQ E, -n'"/ 

'%-7

fi * @ '-1*"/ 4*" -,,/'g, *,- e L -z'T-,/ Ae/ quz-)

X*/: (X* n /*) (x *r)%k*rJ :t-fxJ,affJ
@" F[.-XJ: *F[XJ &/4 az)o W zz-./@ai,- E /"2- u.ndo

F/;xJ{r[e,n
7-r[av:LlL^) xJ- s2t

21+ r&J.p
-cx>o o

.4, 2a2.r.*l/, ,3 %///-- koor,../ Lr,/L*.-, E*ä;-,,2./
tn ' x eza :'2 /r'r'u1/<rf,xrJ 

"4 K< ,vel a *7 0fx7 --f[zJ



Nach Lemma von Fatou (Satz 4.6), Satz über die monotone Konvergenz (Satz 4.7),

folgt hiermit ein dritter Satz über die FYage, wann Limesbildung und Integration (S.*t-

mation, Erwartungswertbildung) vertauscht werden darf:

Satz 4.lt fSatz über majorisierte Konvergenz von flenri Lebesgue (1875-

1941)l Seien Xu Xz,. . . und, X integrierbare Z.G. ilerart, dass ftir alle w e Q gilt X*(w) +
X(r). Wir ford,ern wei,ter, dass eine Z.G. Y ilerart eri,sti,ert, dassY e Lr unil lx"l SY

tär alle n. Dann gilt:

l*nlx"l: Elxl.

Ein analoger Satz gilt auch in der Analysis; vgl zB Satz 2 in $9 in Forster Analysis III.

,IorLt<.zo

Beweis Satz 4.L1-2 o /- /n ,- Q %, , flo" (>o)

"FkJ - rfxL : rfr- x7 :ffir./ (r- *-ü ! 4,/Ffr* - yJ

- EfrJ+/r4rß,J -//**F gfXJ
7ez<:drJ/.,u/.-tl* /./-./ o..o.-fu * ,/t -.r rfXJ < rfxJ"

e Y+Xo ,. e ln a trfrJ+ ffXJ:trfl+XJ: tr[,qV lrn y-ü
Foh,, *, -1 /i "4tfr* *-J =afrJ* 

^ 
7 efXl

+ zfxJ < /L,i/ EIX_J

' EfxJ< /.L'/ Efx-J' /L-"-,/, g/x-J =Efx/ e JrL sfx-J E :.trfxJ.
Vermeintliche Gegenbeispiele und Beispiele: Fsü

"oy'(o, 1J /*./ LL ,: /o"-u /-/7/o.-o*,A / i<7**a^A)
t-r, 

r: J
r*/- 

1) 
r) *.ud*Je

X,, r'/- x,:4, 7:/

o _1"-.ib 4 n*Jb,- ,l' Ja-/ .4. -- "-/ e /L -/ ,F"Z

4//
._rz

83{.rr4
,./

,/r:."-' gfXrJ :4XJ, i/. 7,L Pf4J-PflJ
h-t@

(.A- // /*rt .-z--za)
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4. 4 Integrat ion b ez üglich Verteilungsfunkt ione n

Die Integration bezüglich Verteilungsfunktionen ist ein Spezialfall des Riemann-Stielt-

jesschen Integrals (noch allgemeiner wäre das Lebesgue-Stieltjessche Integral nach Thomas

Jan Stieltjes (1856-1894)). Als Sie in der einführenden Vorlesung über Analysis das

Riemann-Integral kennengelernt haben, haben Sie wohl unschwer festgestellt, dass die

Gewichtung einer Funktion f (r) auf der z-Achse gleichmÄssig geschah: wenn Sie eine

TreppenfunktionT/ integriert haben, so haben Sie kleine Rechtecke summiert:

,f
f

l^'
n

!,,(r)dr,: D cn(rn - rk_)
k:1

(Eine Funktion / ist demnach genau dann Riemann.integrierbar, wenn man ein Ober- und

Unterintegral von Treppenfunktionen beliebig nahe zusammenführen kann.)

Eine physikalisch .sinnvolie Erweiterung dieses Integral-Begriffes geht dann in die Rich-

tung, dass man nicht mehr einfach gleichmässig (uniform, gleichgewichtet, Distanz (rn -
,r- r )) die Funktionswerte summiert, sondern eine gewichtete Summe von F\rnktionswerten

r{immt: damit gelangen wir zum Riemann-Stieltjesschen Integral.

Definition 4.12 [Riemann-stieltjessches Integral] Seien f und, a zwei, reell-

werti,ge Funktionen auf la,b]. Sei Z :: {rs,...,rn) eine Zerlegung aon [a,b] und, ( ::
{€r,.. .,(n} ein zugehöriger Zwischenuektor, so hei,sst

so(f ,2,{) ': i f Gü[a(rn) - o(*n-)]
k:r

e'ine Ri,emann-Sti,eltjessche Summe für f bezügli,ch a. Wenn für jed,e Folge uon Zerlegun-

gen, deren Fei'nhei,t gegen Null konuerg'iert, d'iese Summe konuergi,ert (di,e Grenzwerte fallen

alle zusammen (!)), so s(rgen w'ir, d,ass f bezüglich a RS-i,ntegrierbar i,st (Ri,emann'stietjes-

i,ntegriebar), Man schrei.bt d,afür

l" 1", 1",

b

f (r)da(n), fda(n) oder fda

Mit a(r) : r haben wir unser bekanntes Riemann-Integral! Für die weiteren Berechnun-

gen zentral ist dann
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Satz 4.LB [Verbindung Riemann-Integral und RS-Integrall Sinil ili,e Funlcti,a-

nen f und, d,i,e Ableitung at je Ri,emann-integri,erbar auf la,bf , so eristiert

f,u 
,oo

rb @?
,fr- J, ,0" --RJ, f o'a*'

und es gilt

,4-- /F6/

*,4 &"/

d-9

E ä, 6=4
4= 2x
o/'= z

physikerlnnen körxren bei solchen no.*ffiubstitu tionsregel der Integrationsrech::.

nung) der Versuch,*g eines ausgeklügelten Differentialkalküls nicht widerstehen, um diese

Formel zu begründen; dieses geht folgendermassen:

ö

4 " /,, a , fo1 4J -'-t l/1 /* 7e4,*ö"-=V----*- /** '/

/z : J'/x :> /.1/: l'oir

/-
//t

A"/J -/*/6r-- ?€ .Fr*,J,: t

,/ Zr*l
T:&r(<)dx -42

(*) :

x
e/a ,/-- L-L'T; -ft*76ä;

x /lY :, ,6H: /&) .r&,,' -/?

{/'ra .lk : t6 6rf 1*.,:..1 **./ a,".ä"n*/){

/*kf-*

Solange man sich bewusst ist, dass dies noch kein Beweis obiger Formel ist, ist es OK zum

finden von Lösungen (ähnlich wie beim Lösen von DGL und PDE's). Aber es ist kein

Beweis; diesen findet man zB in Heusser I: Kapitel XI.

ev/ ,=bD1f
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Nach dieser Auflistung von Definition und Resultaten über das Riemann-Stieltjessche

Integral aus der Analysis, wollen wir jetzt die Integration bezüglich Verteilungsfunktionen

einführen. Dabei werden wir zwar sehen, dass diese Erwartungswerte eben Riemann-

Stieltjessche Integrale sind, hingegen kann man die ganze Theorie auch ohne Kenntnisse

des Riemann-Stieltjesschen Integrals verstehen und einführen. Genau so werden wir das -

abgesehen von Querverweisen - auch machen.

Es sei - ebenfalls vorbereitend - darauf hingewiesen, dass im ganzen bisherigen Kapitel 4

bei jedem Erwartungswert

EIXI

einer Zufallsgrösse X auch eine Wahrscheinlichkeit P im Spiel ist (Definition 4.1 und darauf

basierende Erweiterungen). Deshalb indexiert man den Erwartungswert manchmal, sobald

die dazugehörige Wahrscheinlichkeit P eine Rolle spielt in der Art

Eplxl.

,I/B.,Zua1_ Beispiel in der Finanzmathematik werden Sie nicht nur das "normale", aus his-

torischen Daten geschätzte, P für die Entwicklung eines stochastischen Prozesses (zum

Beispiel Aktienl<urs 51) haben, sondern auch ein sogenanntes "Risk-Neutral-Measure" Q.

Sie haben dann - was Anfänger sehr stark verwirrt - ein .Ep[S;] ,rtd ein ,Eq[Sü].

Falls wir jetzt eine Verteilungsfunktion F auf IR haben, darur gibt es wegen Satz 1.17 ein

eindeutiges P auf ß(lR.) derart, dass Fe - F. Es gilt dann

Pl@,bll -r(b) -r(o). (Gewicht)

Wir haben beim Exkurs über das Riemann-stieltjessche Integral gesagt, dass man mit

dem Riemann-Stieltjesschen Integral eine unterschiedliche Gewichtung bei der Integration

erreicht. Genau dies machen wir (versteckt) mit Hilfe von (Gewicht) in nachfolgender

Definition. Die nachfolgenden Funktionen sollen alle Borel-messbar sein.
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/tt--7rt', a,tk' -(L*' 74

Deffnition 4.14 [Integral bezüglich einer Verteilungsfunktion] Sei F eine

Vertei,lungsfunkti,on oul lR. Dann d,efinieren wi'r

a) für eine ni,chtnegatiue Funktion g das Integral uon g bezüglich F als

t'uo@)ar@)
Fhl <*, *.J/ a//:,'Jl.

6."-/**),1o-

- -1-/6 'oA- .--4-/oo..,7.
wobei wi,r (ugt. oben) Erlgl und Eplgl simultan uerwenden. nelgl i'st ein uns bekannter o

Ausrlracle: es ist d,er Erwartungswert der Zufallsgrösse g auf dem Wahrscheinlichkei,tsraum

(1R,6(1R), P,") (agt fei,t,l1.2). Manbenutzt an di,eser Stelle übli,cherwei,se ei,nlelei,nes g fur

eine Zufallsgrtisse (!) wegen spöterer Formeln!

b) Analog zu 1.3 ilefinieren wir: eine Funktion g ist integri,erbar bezüglich F, falls

f*vr"llit.(n) 
< x

Wir defi,niervn in dem Fall d,as Integral uon g bezüglich F als

fosa)ar(r) 
:- 

t'or+ 
@)ar@) - lun-{*)or{").

ij-r+o
Da Sie diese Integratiorsform noch nicht kennen, als Erklärungsversuch ein Resultat aus

der Zukunft: wir werd.en später sehen, dass E[X] : /a r d,Fx(r). Angenommen' X ist

eine ,A/(p, o2)-Züaltsgrösse. Darrn müsste ja gelten, dass .E[X] : Ja r d,Fv(r) - p. Wie

kann aber ein Integral über ganz lR. (!) von r einen endlichen Wert liefern, ia*#rpb
agfuier+eeln? Da hilft eben die rurgleiche Gewichtung durch dF, welche wir im Riemann-

Stieltjesschen Integral haben:

o o/F6t) 1/x €7alp_.tt&/)
o /F(*) --v/&) .1x Sab'f/, /o*, s7/9/

)

f"t

&. r[xJ* a/F_;1 (*).: X /("),/,, "2,

8

f-,zc/&
,ä-- ,:A.e*A^,/

e,LA7/-



Wir haben in Definition 4.74 das Integral bezüglich einer Verteilungsfunktion defini,ert

als etwas uns wohl bekanntes, als einen Erwartungswert. Damit können wir jetzt aber alle

Resultate a:us 4.2 und 4.3 importieren - sie müssen auch für dieses Integral gelten. Wir

repetieren die wichtigsten Resultate summarisch und übersetzen sie gleich in die neue

Sprache:

* g = "+ .[ gdF: c (nicht so bei Riemann-Integral)

*Be6(R))+lLBdF:Pe(B)

* g,hje > 0;a,b € IR1 oder g,h integrierbar und a,0 € R dann (Linearität)

I(og+bh)d,F:a sdF -l b hdF

x Monotonie: 0 I g th oder g,h integrierbar und g < h + [ gdF < [ naf

* Fatou: 9n ) 0 für alle n, dann / liminf, gndF ( lim inf . I gndF

* Monotone Konvergenzi 01g, 1gz...1gn | 9fürallez, dann/ gndF I I gdF.

* Majorisierte Konvergenzi gn --+ g für alle z und existiert h integrierbar, sodass

lg.l3 ä für alle n, dain I g.dp --+ .[ sd,F.

Wo stehen wir? Wir können (ausser mit Hilfe von unbewiesenen Resultaten aus

WTS) zum Beispiel nicht mal einen Erwartungswert einer absolut-stetigen Zufallsgrösse

berechnen (ausser wir approximieren ihn mit Hilfe einer monoton wachsenden Folge von Er-

wartungswerten von einfachen Zufallsgrössen - viel Spass!). Wir werden jetzt zuerst unter-

suchen, wie ein Integral bezüglich einer Verteilungsfunktion aussieht, wenn die Verteilungs-

funktion diskret bzw absolut-stetig ist. Damit können wir dann in 4.5 endlich die Formeln

aus WTS (WT-Kapitel 4.0) herleiten.

88



Integrale bezüglich iliskreterVerteihurgsfunktionen sind Summen:

/'y' /'r'/
Satz 4.tE [Integral bezüglich einer diskreten Verteilungsfunktionl Sei F(t) -

Dptl(tr 1t), dann gilt ftir aIIe nichtnegatiuen g

I sitF -lnos(t). (4.1)

&- a'
onu6

f-' a
Beweis Satz4.l5z^"{.i / : 

"€ 
4 t, *,L -';/..A ZZ *- 24"&üe+).

.2* 7F :Z?, &, /s.h -z-t7), l*& *'l
/t-

fzl:Z liffgrJ=ä a 4- v, r'ft, na;):Zp, f 4,2j.t j=-n ,' '- v' , j=n ai
(2, )

:72, q
d

,

o , /-A/ 7, o

/^L

(+' ).

9d,L*

4fr.J* /L
ä . *ty' .{ *"> ltt -l)

z-p, Z- (<,)gZp

/r:

V/// /^ :a

7 G,)_

:7 (+')

'Jn tKfu;'"[*t"t

-;o.Uu"'.4
c<t " ,' tcen ,e-

/;V *r72
i nr.?(r)

genatYn

,
h4@

..'"t1.4" Zg

@ u*ä %" reat"oüL.a-,K,ryn- ? ata,, *A */ 
ä (r),-/. kr)

/
G),

q (qpaar ä) ) d?o ä f//J:r,
n4-

ä"i
Korollar 4.16 [integrierbares 9 bei diskretem Fl g ist integri'erbar bzgl F

dann wenn

D,eolg1o)l < *'
x

=q/

In dem FaU silt (4.1).
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Integrale bezüglich absolut-stetigerYeüeilungsfunktionen sind Riemann-Integrale:

Satz 4.f 7 [Integral bezüglich einer absolut-stetigen Verteilungsfunktionl Sei

F eine absolut-stetige Vertei,lungsfunktion mi,t (stückwei,se) steti,ger Dichtefunktion f . Sei'

g nichtnegati,a und (stüclcweise) stetig. Dann gilt:

I gd,F - L s(r)f(r)dn, (4.2)

dabei haben wir ouf rler rechten Seite jetzt ei,n (normales) Ri,emann'Integral (agl Satz

Beweis-skizze Satz 4.17 (Vervollständigung in den übungen):

o/* f, t"* /:,T tr r4 1 /-A-".äe.

lo;r,: rrfTJ:f z, C f4J:Z n
ot J% /rc;.

1v

t:Eo

o

,i =a

'ää +/r&)/q (u/'/x :rkä 
4 t r)7r*,t-rx

&
/\:J / {i fk)./x.

Korollar 4.18 fintegrierbares g bei absolut-stetigem Fl Sei' F eine absolut-

steti,ge Verteilungsfunktion mit (stüclcweise) stetiger Dichtefunktion f . Sei g (stückweise)

steti,g. Dann ist g integri,erbar bzgl F, genau dann wenn

L ls(r)lf (r)d,r ( oo,

wobei dann (1.2) gilt.
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4.5 Operationelle Formeln zur Berechnung von Erwartungswerten

Lo
Wir werden in den folgenden 4 Resultaten (Satz 4.$, Korollar 4*9, Satz A.?fl vnd

Satz 4.2fl, meist zuerst immer noch relativ abstrakt, die zeYrtralen Formeln herleiten. Diese

müssen danach noch explizit für die Anwendung ausgedeutscht werden (am Schluss von

Teil 4.5).

[Operationelle Formel bei nichtnegativen Zufallsgrössen] Sei, X )

.7 r" '/ 
v:::-o/

Elxlu: 
Io* 

*ae(@) z- 
fr* rt - Fx(y)lda. (4.8)

/

/

satu a.$
0. Dann geken:

Wir haben also in der Mitte ein Integral bzgl einer Verteilungsfunktion, wobeiietzt S@) =
r; das Integral rechts ist ein Ri,emanrrlntegral! Wir keruren die Formel rechts bereits aus

der WTS' T z-r."'- &*-Ä"o- ,**./e-. .2. '4'4,- y "-r/ (st-, Ä, p) ß
,o,2/n/ n L7L.1 zy' ./.-/< o*.2 (x) u^. /tl/h

Z- n,41,
t'=4 4;

-o,#,1 z1p. . ef4J"
Beweis von Satz 4.$

' 4'/- 7 a*J4Z' X

QTD V- (/,*'/) *'Qtg=x

n,"f4 J

i=4

@"fi ur* (*) : ä rrzz r (o,) = *"fZ J . "r, :*
" &/;^ /(-,+/ Z{*tp"*,y, W7Z'x e

lt,t

(>o

o o

ke.roaha-. än-
t"/?Fe/'A4 Arz,

x
2(- oa tP

.Zrpr",-/[/* ,/6, f*) (*)
/ dü*

a

o

x
o

.iLbi,,,.l-Tft.,/6 /> o, y- -2 x , 
ng

( *r-rLr/ ' /- E_/y)..,/-A r) /,

?z/6,uiro)

./g- ,"-*/,/o,ksv/
{xJ: L E-[x-J:oz:* /l

/lo_tr"d4
/-f /e.&): rt-z-F*/)/

| /F, k):71- F* k)

ra)

@
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Der Spezialfall, wo X nur Werte auf Ns annimmt, war schon in der WTS speziell

hervorgehoben worden wrd wird in der AS eingesetzt:

Korollar a.fu[Operationelle Formel bei Zufallsgrössen mit Werten nur in

Ns] Se? PIX e No] : I. Dann gelten:

ElxlzflnPlx :,1{-iPlx >ki. e.4)
n:O k:L

Beweis von Korolhr  .!LO .11-4 a'rs,-;; (*) =5 tr rk) __f r7r:,J26 -.a
tl

h€c.4--

I

,frA
'9r
o.E

G^=;"/4 6,) n,efX--^J
l?-o

c'.?

€ fk-4D -) "4-
/k e'at \I o/

f 0):rfXrrJ:,a[x,-*]
k-

k- 5, z ,/rt-r*/)* -t" r[x=4*:-z k--t k=.'t

Wir werden jetzt auch negative Werte erlauben und erhalten dazu

Sa!,z a.zfl [Operationelle Formel bei X e Ltl Sei, X € Ll. Dann gilt

o

,
Elxl: t: rd,Fy(r). (4.5)

Beweis von Satz 4.2fl

/ a.r/ rg 
92efxJJr[r*J_r[x

t*d <r'. 4E

nü 
1/k./e_G)Ac0

_/*

J/*r.*
a)CA

J /*;a &). uV,l. ß--f-,i,/ 1,;-- ,, /ä "/.



Zum Sctrluss noch der Fall, wo wir nicht nur den Erwartungswert einer Zufallsgrösse

X, also EIx\berechnen wollen, sondern - wo g borelsch - den Erwartungswert einer tra,ns-

formierten Zufallsgrösse 9(r), also ,E[g(X)]. Dazu könnte man theoretisch einfach die

Verteilungsfwrktion von g(X) berechnen und dann mit den bisherigen Formeln fortfahren.

Dies karur schwierig werden - es ist Gott sei Dank auch nicht notwendig:

,z8Q)
Satz 4'22-[Operationelle Formel fiir Elg(X)]l Sel' X e LL oder

negati,a. Dann gilt

Els(x)l: L g(r)ithr(r).

Beweis von Satz 4.2Y--

(4.6)

l,/'
h-

o

d,

O

/

/: E 4 lu -,-,1/./ :/ (X) : Z /, Z(Xeg,) ou./ -.,if"./ -*,

ü r gl :,= /, P/ry. B,J:* ,,/2", /x) ,/{ rx)

=J/ (x) #* k)

t4rra
.z*4,Äz.z: {f,

-r^ 
// /.;, H)-J; t;n 1^*^

o4,aprr;
0

.LZ,*67"o
@4(v),*-ä

r
'* *f/, @ /Frx)-

nz an - r1".c- /o - zay'*'-z

/- /,d/F-/" tV/ Q(-s-,ta ce)

/4 )-o a u /ur

/L /- (9
,-/.-/tffi&

at/a s.

E// (f, €L4 +

E*reJ;+$ @j-r}(x)l
fr) /e -fi- k).6t

'>o
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Wirftlich operationelle Formeln für den täglichen Gebrauch turd Ihre Be8ründung

"/,3/*/t f4 z
X;

4 &)r[X:1J fu'?9

'u,'/ 57.*n//-/ if d -x' 4W:f x.efX:nJ

*/--/*/ '+ (*) /d '/x fu.s)
a.4

1+ i-a$rzz, .+

&- n* **'-iuh')-4-n):
v |e/k)1x

t*../-g-a,1Q,// 
Vz 

(x/ - x. t{XJ :/^ / d/y

':{t a)/i'&) -a{,J G,)

l, :F8--r,J

4 f*ra- e

2z (*)rf, (t)&ü* ./r*h .1

\

fua""o" Z*äe- o.u.L /Jl *h#d
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(*t,-4;1'=-o).
i ='1

"Z 
:y':'> -2,$p-7r

J. -4 + -r>*(rf

27,,
;to-o'.*(-L.. ?-*'.-*J?r ,' z,r/Z"ZZ '-''U
yAt^-,/,*.-= a+ */ä /ä/*,/-22?*zäe </

f ' F: J-t,Q + /-A */€ r.t*..(
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4.6 IP-RÄume und Ungleichungen

In diesem Teil folgen wichtige Ungleichungen im Zusammenhang mit Erwartungswer-

ten. Man kann in einer allgemeinen Masstheorie-Vorlesung auf einem höheren Niveau viele

der nachfolgenden Resultate abstrakter herleiten; die wichtigsten Anwendungen sind dann

in der Analysis (vgl Forster Analysis III, $10) und hier nachfolgend in der Wahrschein-

lichkeitstheorie. Meist gibt es ein Pendant der folgenden Resultate mit Erwarungswerten

in der Form von Integralen (Riemann- und mehrdimensionale Lebesgue-Integra-

le) oder Summen.

Deftnition a.2p [Ir-R^auml SeiI 1p u-cx.. Dann bezeichnen wir mit LP d,ie Menge

d,er Zufallsgrössen X d,erart, dass EllXlol < * (p-tes Moment immer noch integri,erbar).

Um uns kommende Beweise zu vereinfachen, behandeln wir noch

Lemma 4.z{lYoangts Lfngleichungl Sei h: R+ -+ R+ eine stetige, streng rnono-

ton wachsende Funktion mit h(0) : 0 und h(*) : oo. Sei, k d,ie punlctweise Inuerse aon h.

Wi,r definieren H(r); {: h(y)da und, K(r) > [: k(y)ds. Dann si,tt für alle a,,b e R*,

ab<H(a)+K(b).

Beweis Lemma n,rY / /r)

r///
t{*)A

/ /:' r't' ,
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Wir halten hier noch fest, dass natürlich weiterhin die Jensen-Ungleichung (WTS-

Lemma 3.5) und die Ungleichung(en) von Bienayme-Tschebyschew (rurd artverwandte)

(WTS-Satz 5.L) gelten; Sie beweisen in den Übungen eine Verallgemeinerung von WTS-

Satz 5.1.

Satu a.2$ [Hötdersche Ungleichung] Seien p,8 ) I demrt, dass

mit X e IP und Y e Lq. Dann gi,lt XY e LL und,

,Ef lxrll < Ellx lol' / n P71Y 1a1t 
/ a

Die analogen Sätze in der Analysis sind Satz 7 in $16 in Forster Analysis I (Summen),

Beispiel (1S.5) in $18 in Forster Analysis I (Riemann-Integral) und Lemma 1 in $L0 in

Forster Analysis III (mehrdimensionale Lebesgue-Integrale).

Beweis Höldersche Ungleichung o.*h E[xc7r1:O -"&- p[rtil*o e> x.Z:o /.-

11r 
-1-T--r:pq

tto./
le
-? frt*fÜ: o a 1i"A qzti/.,/d Z-i,t/

rE
>o. %,V! lVb,ae nd Ä (l) -x(r-4) , or4i2ctz

.fo 4,-= k/,//aOrrrJ ?z =>

o
.>6

E[xy41*, zl)y g'rr

(*r ui). a' = / r/ /g[ r,,! "A

/X/P
p ffixtrJ

ao/< *
P

/Y,//

/

4-
/7/7

TEfirtrJ
44
F?471 *r/"'* &'

(//,//)
rsoP

Korollar 4.2.8 [Cauchy-schwarz Ungleichungl Seien X,Y e L2. Dann i,st XY e
LL unil

EllxYll < EüxlrlBllYlzl .

Die allgemeinste Form dieses Resultats ist wohl in der Linearen Algebra die gleichnamige

Ungleichung (Fischer LinAlg, 5.L.3 und 5.4.7). Die analogen Sätze in der Analysis finden

sich bei der Hölderschen Ungleichung an oben genannten Stellen. Die Cauchy-Schwarz

Ungleichung ist offensichtlich ein Spezialfall der Hölderschen Ungleichung wo pr - 8:2;
damit ist nichts mehr zu beweisen.

=+a-4.n,<7

,/'
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Nach diesen schönen Analogien zwischen der Analysis und der WT kommt jetzt leider

ein wichtiger Unterschied: Wir haben bereits in der WTS in den Üb,tttg"t (damals ohne

den jetzigen Überbau - jetzt in der neuen Sprache) bewiesen, dass werur L 3 r ( s, dann

gilt Le g Lr; der Beweis geht (wT hat endliches Mass!) folgendermassen:
x9

offi/z-p 1-s e -/+Nt >N* xt-

x

->Ef./*NJ>rfxJ
-)Xez- :>X€,z"Lzs <L'

lt

äbU'** / ; a,a,7 /{/G/i /4 "/x:*

Warum gilt das analoge Resultat nicht in der Analysisi Gegenbeispiel

e<,

2 Mv/. #_/,/rnLf , :*,

"{i.u -- _frr*
a,a, )

,! z:,1,ö- **V

XezF +

o 4
/_
/_4 c*)

(x) .

x /r*t /@"/,(
*z) 4(-,c.az: p <

a>4

co
/)

//r*l 
t".t* < c>4

/ * /" nA //zn (2,_4*_z)

Sie untersuchen für die WT noch den Fall wo 0 < r ( s( 4/t -e." fu..V* .
Neben obigen InHusionen in der WT gilt sogar weitergehend, dass Ellxlnlt/n wachsend

ist in p, p2L:

Korollar 4.2flLyapunov-Lfngleichung] Sei,tlr 1s und,X e L8. Dann gilt u
E\xflLlt < E[lXl"]1/".

Beweis Korolar A.xr *,:l>|t- + Xi : l1l= ,n /** ':= i/=y'_--

g

Eü x/J . E/, ?/"J'o o:, Efx/,J <trfulfl7-

L'2- 4,/

?) E[xtJ"'-. Ff/*/"J%



Wir haben in der WTS bereits (spätestens bei der Definition der Varianz) gesehen,

dass für X e L2 immer gilt

Elx'l > Elxl'.

Man kann dies jetzt auf ganz viele Arten mit Hilfe obiger Sätze beweisen, wie alles?

L 6*"- wtLLas'1rt"^

" E[( x - F1KDJ : rfx I - EßJ ?oz

)

. 4,: *-V. Z k) - x 2,.4/ /.,nu.ex * f6 qJ, e GN)
( ,-9 /, Lu-T.S(L

o €sA,V; ffX-J> ao,t 7-:47*-Z-^b-
o /Vapaoeu p"* F =4 ß -=-^ Q.7**."2'"ä--
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Wir kommen jetzt zu einem unscheinbaren Resultat (Dreiecksungleichung), welches

dann gewaltige Konsequenzen hat:

satu a.zfl [Minkowski-ungleichung] sei, p 2 L und x,Y e LF. Dann i,st auch

X +Y e IP und

Ellx +Ylnlln < Elxlol'/n a B11vyfln

Die analogen Sätze in der Analysis sind Satz 8 in $16 in Forster Analysis I (Summen),

Beispiel (18.5) in g18 in Forster Analysis I (Riemann-Integral) und Corollar zu Lemma

1 in $10 in Forster Analysis III (mehrdimensionale Lebesgue-Integrale).

fl:4F

r"/ €L/'

'r

Beweis Satu a.zfr o p:4,A4t f-?L Q-r'A hzz. 8o"*l'- o&-"*,(fu., u
a

tt

a

. g[t rtü"% ./:r** 7/ /4' -'J v,

r[ x* rt "J f kn*, üh * r/)z d,,"J

./ aür+ r4tr &
(----^
-t U, :-a,"ä ag.L,'a/

4*-/^J
fP

" äy',a-a, ./u"

d, ?dzs* &J** *rL,L-.--"--- f ..rV? a *-ä W%il
Nach Wikipedia (22. Mai200S): Minkowski (1864-1909); 1896-1902 anF,THZ, Kollege

von Hurwitz, Albert Einstein war Schüler von Minkowski.
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Was lolet jetzt aus Satz 4.X? Skizze weiterer Pfad in WT und Funktional-Analysis

' / f ,? %&-*a',-' G-./ ,i Z4-,t)
" P--oä-zl/azru- ,

/x4-o +X:O o{* ?[y.:o74
:r goZ o 4..L,2.-o/L-.*- a/"-)

" 1(4/),:/x-%r:dx_rd%
(P-*.."A-4,rh")

" @ 7-""a .**/ - r=;tL. /oouV' /.o -",e>/i n o -*.3-/

/

/x4 ,:(tr/-/*rj)" (o *-T ,-tr*L+2ry)

" .4r'-u../Z ,/ *-// E/oouu*.JÄ'*-'4/

Zooo./'a?&
,/
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