Dr. Christoph Luchsinger

ﬂ'bungsblatt 3 zur Vorlesung ” Angewandte Stochastik”

Elementare Eigenschaften von Markov-Ketten, Stoppzeit

Herausgabe des Ubungsblattes: Woche 11, Abgabe der Losungen: Woche 12 (bis Freitag, 16.15 Uhr),
Riickgabe und Besprechung: Woche 13 oder asap

Must

Aufgabe 17 [FTW mit bedingten Wahrscheinlichkeiten: bFTW]

(vel. WTS-Lemma 1.7) By, Bs, ... sei eine Partition von €2 (die B;’s sind disjunkt und U2, B; = ). Weiter
sei fiir alle B;,7 > 1, P[B;] > 0 erfiillt. Des weiteren habe man ein C, so dass P[C] > 0. Zeigen Sie, dann
gilt fiir jedes A € A:

PlA|C] = f: P[A|C N B,]P[B;|C].

i=1

Dabei definieren wir P[A|C N B;|P[B;|C] := 0 falls B; N C = ¢.
Standard

Aufgabe 18 [Mehrere Schritte] [3 Punkte]

Sei (X,,)n>0 eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, Initialverteilung A und Zustandsraum Z%. Zeigen
Sie, dass fiir alle (30,71, ...,%n_1,71,---,J%) € (ZT)"* und k > 1,n > 0,47 > 0 gilt

P[Xn+1 = jlaXnJrZ =J2,..- 7Xn+k :Jk|Xn =4,Xn1=0Ip_1,...,X0= ZO]
=P[X1 = j1, X2 = jJo, ., Xi = Jk| Xo = i = DijiPjrjo - - - Pt

Aufgabe 19 [Der Random Walk RW als Markov-Kette] [3 Punkte]

Sei (X;);>1 eine Folge von iid Zufallsgrossen. Es gelte P[X; = 1] = p =1—-P[X,; = —1], p € (0,1) (nicht
symmetrisch!). Definiere nun S,, := S,—1 + X,, und sei die Startverteilung P[Sop =i = A\; > 0 Vi € Z.
Beschreiben Sie diese Ausgangslage mit Hilfe einer Ubergangsmatrix und einer Initialverteilung (es ist kein
Problem, dass der RW auf Z und nicht auf Z* definiert ist). Beweisen Sie, dass es sich hierbei um eine
Markov-Kette handelt.

Aufgabe 20 [Stoppzeit] [3 Punkte]

Uberpriifen Sie, ob folgende Ausdriicke eine Stoppzeit (Markov-Zeit) definieren:

a) N := max{n|X, = j}
b) N :=min{n|>7_,(~1)’X; < —-K} wo K € N.
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Aufgabe 21 [die einfachste, nichttriviale Markov-Kette] [2 Punkte]

Zeigen Sie durch Induktion, dass mit p,q € (0,1) und
()
g 1-gq

1 <q+pﬂ—p—qW p—pﬂ—q—pW>
p+qg\qg—ql—-—p—q)" p+ql—q—p)"

die Matrix P" von der Form

ist. Wie ist 7 P*°”? Was folgern Sie daraus?

Honours

Aufgabe 22 [Markov-Chain Monte Carlo (MCMC)] [2+1 Punkte]

Mit der gleichen Ausgangslage wie in Aufgabe 21, wéhlen wir pg; = 0.3 und p1p = 0.4. Simulieren Sie mit
mindestens 1000 Durchgéngen in einer geeigneten Rechenumgebung folgende Wahrscheinlichkeiten:

a) mit Startwert 0, Wahrscheinlichkeit, nach 5, 10, 15, 20, 50, 100, 1000 Schritten in 0 zu sein,
b) mit Startwert 1, Wahrscheinlichkeit, nach 5, 10, 15, 20, 50, 100, 1000 Schritten in 0 zu sein,

und vergleichen Sie die Resultate mit dem Resultat aus Aufgabe 21.
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Aufgabe 17 [FTW mit bedingten Wahrscheinlichkeiten: bFTW]
Es sei By, Ba, ... eine Partition von  (d.h. die B;’s sind disjunkt und |J 2, B; = §2). Weiter sei fiir alle
B, i > 1, P[B;] > 0 erfiillt. Desweiteren habe man ein C, so dass P[C] > 0.

Behauptung: Fiir jedes Ereignis A gilt nun

P[A|C] = P[A|C N Bj]P[B;|C].
i=1

Dabei definieren wir P[A|C' N B;] = 0 falls P[B; N C] = 0.
Beweis: Nach WTS-Definitionen 1.5 und 1.2 gilt (beachte die Disjunktheiten)

P[C]P[A|C] = PIANC] = PIANC N, Bi] = PlU;(ANCNB)] = Y PIANCN By.
i=1
Aufgrund von WTS-Definition 1.5 und der vereinbarten Konvention, dass P[A|CNB;] = 0 falls P[B;NC] =
0, folgt daraus

P[C]PJA|C] = ZPA|CQB} [C'N B :iP[A|C’ﬂBi]P[Bi|C]P[C}.

i=1 i=1

Dies impliziert die Behauptung sofort.

L]
Aufgabe 18 [Mehrere Schritte]
Sei (X,,)n>0 eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, Initialverteilung A und Zusandsraum Z7.
Behauptung: Fiir alle ganzen Zahlen n,k,i mit n,7 > 0 und k& > 1 und (ig,é1,...,9n—1,J1,---,7k) €

(Z+)n+k gilt
IP[Xn+1 = jlaXn+2 = j27 e >Xn+k = jk |Xn = Z‘7Xn71 = Z’nfl; cee 7XO = ZO]
= P[X1 =j1, Xo = Jo,. ., Xi = Ji | Xo = i] = pijiPjrjo " Pin_rin-

Beweis: Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber k. Fiir £k = 1 haben wir aufgrund der Markovei-
genschaft und der Zeithomogenitét (siehe Definition 3.1)

PlXpt1 =51 | Xn =14, X1 = in-1,..., Xo = io] = P[Xpy1 = j1 | Xpn = i] = P[X1 = 51| Xo =1] = pyj,-

Also ist die Behauptung fiir £ = 1 korrekt.

Jetzt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir k richtig ist und zeigen sie damit fiir k£ + 1.

Zur besseren Ubersicht definieren wir A = {X,, = ¢, X,,—1 = ip—1,..., X0 = o} und fiir £ € IN mit
(< k+1:

B; - {XnJrl - jla cee ;XnJrZ = ]Z}
By ={X1=j1,..., X0 = jo}.
Weiter sei P4[-] = PP[-|A]. Nach der obigen Induktionsannahme gilt nun
PA[BY] = P[BY | Xo =i = pijiPjijs - Pjn—sie-
Zusammen mit der Markov-Eigenschaft folgt daraus
PA[Bi1] = Pa[BY N {Xntrt+1 = Jr+1}] = Pa[ByIPa[Xnir+1 = jut1 | By
=P[B}| Xo = |P[Xptrt1 = o1 | B VAl = DijiDjija - - Pir1inPiniiss
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Aufgabe 19 [Der Random Walk RW als Markov-Kette]

Sei (X;) eine Folge von iid Zufallsgrossen. Es gelte P[X; = 1] = p =1—-P[X; = —1] fiir ein p € (0,1).
Wir definieren nun rekursiv S,, = S,_1 + X, und sei die Startverteilung P[Sy = i] = A; > 0 fiir alle
1€ 7.

Diese Ausgangslage kann beispielsweise mit Hilfe der folgenden Ubergangsmatrix P und Initalvertei-
lung A, wie folgt beschrieben werden: Wihle ein v € Z und setze A, = 1 und fiir alle : € Z\ {v} \; = 0.
Ausserdem setze fiir alle i, j € Z

D, falls j =74+ 1
pi; =P[X1=j—i]l =<1—p, fallsj=i—1
0, falls |i — j| # 1.
Zusammengefasst erhalten wir
0
A= 1|, P= l=p 0 p
0 1-p 0 »p

Behauptung: Die Folge (S, )nen definiert eine Markov-Kette.

Beweis: Seien n € ZT und (§,4,4_1,9n_2,...,i0) € Z""? (so dass alle auftretenden bedingten Wahr-
scheinlichkeiten wohldefiniert sind). Nun gilt

P[SnJrl :]|Sn = Z‘asnfl = infl,“wSO = ZO}

IPSn+Xn+1:j|Sn:ivsn71:infl,“';SO:iO}

[
IP[i+Xn+1 :]|Sn = Z.asn—l = Z"n—17--~7SO = Z'0]
. iid
[
[

ii

IIE

Xpy1 =7 —1i = P[X1 =j — 1]

P
IP51:]'|S():ﬂ = Dij-

Nach Definition 3.1 definiert die Folge (Sy)nen also eine Markov-Kette.

Aufgabe 20 [Stoppzeit]
Es sein (X,,)nen eine Markov-Kette.

a) Behauptung: Die Zufallsgrosse N = max{n|X,, = j} definiert keine Stoppzeit.

Beweis: Es gilt

{N = TL} = {Xn = j7X7l+1 7é j7X7L+2 7é Jy-- } 7é {(X07X17~ . 7Xn) € A’ﬂ}a

fiir alle A,, C (Z*)"*!. Denn in dem Ereignis auf der rechten Seite kénnen keine Bedingungen an
Xn+1, Xnto usw. gestellt werden.

Also ist N nach Definition 3.3 keine Stoppzeit.

b) Es sei K eine natiirliche Zahl.

Behauptung: Die Zufallsgrésse N = min{n | 37, (—1)’X; < —K} definiert eine Stoppzeit.
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Beweis: Es gilt

n—1 n
(N=n}={-X1>2-K,-X1+Xo>-K,...,» (-1)X;>-K,» (-1)X; < -K}
j=1 j=1
= {(X(),Xl, . ,Xn) S An},
wobel (x = (zg,...,2n))
n—1 ) n )
Ap={z e (Z)"| —21 2 -K,~m+22 > K,...,» (-1)z; >-K,Y (-1)z; < -K}.

j=1 j=1

Dies bedeutet, dass N eine Stoppzeit definiert. (Siehe Definition 3.3)

Aufgabe 21 [die einfachste, nichttriviale Markov-Kette]

Es seien p,q € (0,1) und
p <1—p D )
q l1—gq

Behauptung: Fiir eine natiirliche Zahl n gilt

pn_ 1 (q+p(1—p—Q)" p—p(l—q—p)")
ptq\e—ql—-p—q" p+q(l—q—p)"

Beweis: Wir zeigen die Behauptung per Induktion fiir alle n € Z mit n > 0. Fiir n = 0 ist die Behauptung
klar.

Nun nehmen wir an, dass die Behauptung fiir n korrekt ist und folgern daraus, dass sie dann auch
flir n + 1 statt n stimmen muss.
Zur besseren Ubersicht setzen wir x =1 — p — g. Nach Induktionsannahme gilt jetzt

+ 1-p p q+px" p—pz"
(p+qP (p+qPP ¢ 1-q)\qg—q" p+aqu

_ <(1 —p)(g+pz") +plg—qz”) (1—p)(p—pz")+plp+ qw"))
q(g+px")+(1—q)(qg—g2") q(p—pz")+(1—q)(p+ga")

_ (q +p(l—p—q)z" p—p(l—q—p)x”> _ (q+px”“ p—px"“)
q—q(l—q—p)z" p+q(l—q—p" q—qz""t p+ gzt

Dies beweist die Behauptung.

Da p,q € (0,1) folgt, dass |1 —p — ¢ < 1 und damit lim,, o (1 —p — ¢)™ = 0. Wir schliessen also aus
obiger Behauptung

1
lim P":(q p).
n—o00 p+q q p

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit in 0 zu landen geometrisch gegen ¢/(p + ¢) konvergiert und
zwar unabhéngig vom Startwert! Analog konvergiert die Wahrscheinlichkeit in 1 zu landen fiir die Anzahl
Schritte gegen oo gegen p/(p + ¢) unabhéngig vom Startwert.

Aufgabe 22 [Markov-Chain Monte Carlo (MCMC)]|
Wir benutzen das folgende R-Programm:
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markovsim.R

markovsim <- function(steps,start,times=5000,p01=0.3,p10=0.4) {

count = 0 #Z&hler, wie oft wir am Ende in 0 gelandet sind
for (t in 1:times) {

X = start;

rand = runif (steps) #Uniformverteilt zwischen 0 und 1

for (n in 1:steps) {
if (X==0 && rand[n] < pO1) {X=1}
else if (X==1 && rand[n] < pl0) X=0;
}
if (X==0) count = count + 1;
}
return (count/times) ;

3

Dies hat die folgenden Ergebnisse geliefert:

> source ("markovsim.R");

> steps = ¢(5,10,15,20,50,100,1000)

>

> #Teilaufgabe a)

> start=0;

> for (s in steps) {

+ cat(’Startwert:’, start,’| Anzahl Schritte:’, s,

+ >| Relative H&aufigkeit:’, markovsim(s,start),’\n’);

+ 3

Startwert: O | Anzahl Schritte: 5 | Relative Haufigkeit: 0.5688
Startwert: O | Anzahl Schritte: 10 | Relative H&dufigkeit: 0.5676
Startwert: O | Anzahl Schritte: 15 | Relative Haufigkeit: 0.5768
Startwert: O | Anzahl Schritte: 20 | Relative H&ufigkeit: 0.5658
Startwert: O | Anzahl Schritte: 50 | Relative H&aufigkeit: 0.5798
Startwert: O | Anzahl Schritte: 100 | Relative H&ufigkeit: 0.5592
Startwert: O | Anzahl Schritte: 1000 | Relative H&aufigkeit: 0.5676
>

> #Teilaufgabe b)

> start=1;

> for (s in steps) {

S cat (’>Startwert:’, start,’| Anzahl Schritte:’, s,

+ >| Relative H&dufigkeit:’, markovsim(s,start),’\n’);

+ }

Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 5 | Relative Haufigkeit: 0.5758
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 10 | Relative H&aufigkeit: 0.5656
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 15 | Relative H&dufigkeit: 0.5718
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 20 | Relative H&ufigkeit:
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 50 | Relative Haufigkeit:
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 100 | Relative Hdufigkeit: 0.5612
Startwert: 1 | Anzahl Schritte: 1000 | Relative H&dufigkeit: 0.5736

>

Wie Aufgabe 21 vorausgesagt hat scheint die Wahrscheinlichkeit, dass wir in 0 landen gegen

D10 0.4 4 .
= = — = (0.5714286
Po1 + P1o 0.3+04 7

zu konvergieren und zwar unabhéngig vom Startwert!
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source("markovsim.R");
steps = c(5,10,15,20,50,100,1000)

#Teilaufgabe a)
start=0;
for (s in steps) {
	cat('Startwert:', start,'| Anzahl Schritte:', s, 
	    '| Relative Häufigkeit:', markovsim(s,start),'\n');
}

#Teilaufgabe b)
start=1;
for (s in steps) {
	cat('Startwert:', start,'| Anzahl Schritte:', s, 
	    '| Relative Häufigkeit:', markovsim(s,start),'\n');
}



markovsim <- function(steps,start,times=5000,p01=0.3,p10=0.4) {

	count = 0 #Zähler, wie oft wir am Ende in 0 gelandet sind

	for (t in 1:times) {

		X = start;

		rand = runif(steps) #Uniformverteilt zwischen 0 und 1

		for (n in 1:steps) {

			if (X==0 && rand[n] < p01) {X=1}

			else if (X==1 && rand[n] < p10) X=0;

		}

		if (X==0) count = count + 1;

	}

	return(count/times);

}



