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7.1 Vorbereitung I: Die multivariate Normalverteilung MVNn(µ,Σ)

Wir werden die multivariate Normalverteilung schrittweise einführen. Am Schluss gilt:

Wir nennen einen Vektor von Zufallsgrössen (X1, . . . , Xn)t mit Mittelwertvektor µ und

Kovarianzmatrix Σ (Σij := Cov(Xi, Xj)) multivariat normalverteilt der Dimension n,

wenn die Dichte die Form

f(x1, . . . , xn) =
(

1
2π

)n
2 1√

det(Σ)
e−

1
2 (x−µ)tΣ−1(x−µ)

hat.

Kreative Personen könnten versucht sein, die MVNn so zu definieren, dass man einfach n

N (0, 1)-Zufallsgrössen zu einem Vektor zusammenfassen kann. Dies ist so nicht nur falsch,

sondern im Risk-Management von Finanzkonzernen sehr gefährlich, wie Kontrastbeispiel

7.2 zeigen wird. Wenn wir hingegen von den einzelnen Zufallsgrössen noch fordern, dass

sie unabhängig sind, so erhalten wir den einfachsten Fall einer MVNn(µ,Σ)-Verteilung,

aus dem dann der allgemeine Fall aufgebaut wird:

Definition 7.1 [Plain-Vanilla MVNn(0, In)] Sei Y := (Y1, . . . , Yn)t ein Vektor von

iid N (0, 1)-Zufallsgrössen. Dann nennen wir Y Standard-Multivariat-Normalverteilt und

schreiben dafür MVNn(0, In). Die Matrix In ist die (hier triviale) Kovarianzmatrix:

(In)ij := E[(Yi − E[Yi])(Yj − E[Yj ])].
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Die Dichte von Y bzgl. Lebesgue- oder Riemann-Mass ist

f(y1, . . . , yn) :=
n∏

i=1

(
1√
2π

e−
1
2 y2

i

)
=

(
1
2π

)n
2

e−
1
2 yty. (7.1)

Kontrastbeispiel 7.2 Das folgende Beispiel dient als Warnung, was die MVNn(µ,Σ)

nicht ist. In Finanzkonzernen kann nämlich folgende Horror-Situation auftreten und

unter Umständen von schlechten Risk-Managern nicht erkannt werden: Viele statisti-

sche Analyse-Methoden setzen eine MVNn(µ,Σ) voraus. Wenn Daten nicht MVNn(µ,Σ)-

verteilt sind, liefern die Methoden eventuell völlig irreführende Empfehlungen. Man testet

deshalb die Daten zuerst darauf, ob diese MVNn(µ,Σ)-verteilt sind. Es gibt mindestens

in der Theorie folgenden Fall: (X,Y )t ein zweidimensionaler Zufallsvektor, beide einzelnen

Koordinaten je N (0, 1)-verteilt und X und Y sind unkorreliert. Der Vektor muss deshalb

jedoch nicht zwingend MVN2(0, I2)-verteilt sein. Im Gegenteil kann man Situationen

konstruieren, in denen X und Y 100 % von einander abhängig sind und - jetzt kommt

die Katastophe - beide nehmen extreme Werte gleichzeitig an (z.B. beide Finanzpapiere

machen gleichzeitig Riesenverluste). Wie ist so etwas möglich?

* Konstruktion?

* Skizze der Verteilung im R2

Diese Verteilung hat sicher nicht die Dichte aus (7.1).
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Nach diesem warnenden Kontrastbeispiel werden wir schrittweise die MVN aus Definition

7.1 verallgemeinern:

Invertierbare Transformation von Y

Sei A ∈ GL(n,R) (Gruppe der invertierbaren n×n-Matrizen mit Koeffizienten aus R), Y sei

MVNn(0, In)-verteilt. Dann hat Z := AY per Definition eine MVNn(0,AAt)-Verteilung.

Die Dichte muss wegen Satz 2 (Transformationsformel), § 2, Forster Analysis III, gleich

f(z1, . . . , zn) =
(

1
2π

)n
2 1√

det(AAt)
e−

1
2 zt(AAt)−1z

sein; beachte
√

det(AAt) =
√

det(A) det(At) =
√

det(A) det(A) = |det(A)|, det(A−1) =

1/ det(A) und (A−1)tA−1 = (AAt)−1.

An dieser Stelle vereinbaren wir noch, dass bei Zufalls-Vektoren (wie Z) der Erwartungs-

wert koordinatenweise definiert wird; analog wird bei Zufalls-Vektoren unter der Varianz

(z.B. V [Z]) eine Kovarianzmatrix verstanden:

V [Z] := E[ZZt]− E[Z]E[Zt] (= E[(Z − E[Z])(Z − E[Z])t]). (7.2)

Auf der Diagonalen finden wir also die einzelnen Varianzen ((V [Z])ii = V [Zi]) und neben

der Diagonalen die Kovarianzen ((V [Z])ij = Cov(Zi, Zj)). Die Kovarianzmatrix ist natür-

lich symmetrisch und wegen (7.2) auch positiv-semi-definit; falls Rang(V [Z]) = n sogar

positiv definit.

Wir berechnen, falls Y eine MVNn(0, In)-Verteilung besitzt, und Z = AY

E[Z] =

und auch

V [Z] =

Also:
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Invertierbare Transformation von Y , Spezialfall der orthogonalen Transformation

Wenn wir ein orthogonales A(o) wählen, so ist ja A(o)(A(o))t = In. Das heisst aber, die

Koordinaten von A(o)Y sind stochastisch unkorreliert - in Lemma 7.3 werden wir sehen,

dass sie dann sogar unabhängig sind. Wenn wir für A(o) eine Drehung um den Winkel α

nehmen:

A(o) :=
(

cos α − sin α
sin α cosα

)
,

so erhalten wir, dass wenn Y1, Y2 zwei iid N (0, 1)-Zufallsgrössen sind, dann sind (wähle

Z = A(o)Y )

Z1 := (cos α)Y1 − (sinα)Y2

und

Z2 := (sin α)Y1 + (cos α)Y2

unabhängig voneinander. Freiwillige Übung: probieren Sie das mit Stichproben in R/S-

PLUS aus, indem Sie zumindest die Korrelationen von Z1 und Z2 untersuchen. Machen

Sie auch Plots dazu (vgl. Aufgabe in den Übungen).

Parallele Verschiebung von AY

Wieder habe Y eine MVNn(0, In)-Verteilung; A sei invertierbar. Mit µ ∈ Rn fest definieren

wir, dass Z := µ + AY eine MVNn(µ,AAt)-Verteilung besitzt.

Nicht mehr zwingende Invertierbarkeit der Transformation von Y

Wieder sei Y eine MVNn(0, In)-Zufallsgrösse. Jetzt ist A aber nicht mehr invertierbar,

sondern eine r × n-Matrix mit vollem Rang r, r < n.

A hat r linear unabhängige Zeilen. Mit < A > bezeichnen wir den von A erzeugten Raum

(⊂ Rn). Wir können für < A > eine Orthonormalbasis angeben, u1, . . . , ur. Diese kann

mit ur+1, . . . , un (erzeugt < A >⊥, orthogonales Komplement) zu einer orthonormalen

Basis des Rn ergänzt werden:

Rn =< A > ⊕ < A >⊥ .

178



Wir bauen jetzt die n× n-Matrix Q derart auf, dass Zeile j aus ut
j besteht, 1 ≤ j ≤ n. Es

existiert eine r × n-Matrix L = (etwas|0), wo bis zum ”|” r-Spalten sind, sodass

A = LQ.

Für die i-te Zeile von A gilt also zum Beispiel (ai liegend, da Zeile)

ai =
r∑

s=1

λisu
t
s.

Jetzt gilt aber:

AY = LQY = L[QY ],

wobei QY eine MVNn(0, In)-Zufallsgrösse ist. Behauptung: AY hat eine MVNr(0,LLt)-

Verteilung. Warum?

Diese Kovarianzmatrix ist aber denkbar unpraktisch: sie müsste jedesmal berechnet wer-

den. Gott sei Dank gilt aber:

AAt = (LQ)(LQ)t = LQQtLt = LInLt = LLt,

damit gilt abschliessend: AY hat eine MVNr(0,AAt)-Verteilung.

*

* *

Nachdem wir damit den allgemeinsten Fall der MVN definiert haben, fügen wir noch

wichtige Resultate hinzu. Die Beweise benutzen immer wieder die gleichen Methoden,

sodass wir nicht alle Sätze beweisen - dies gilt auch für Teil 7.2. Die Beweise finden sich

in C.R. Rao: Linear Statistical Inference and Its Applications, pp 185-189 & 519-527.

Lemma 7.3 [unkorreliert ⇔ unabhängig, wenn MVN!] Sei Y MVN-verteilt.

Dann sind die einzelnen Koordinaten von Y genau dann alle unkorreliert, wenn sie alle

unabhängig sind.
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Beweis von Lemma 7.3: In der Klasse:

¤

Satz 7.4 [Orthogonalität und Unabhängigkeit] Y habe eine MVNn(0, In)-Vertei-

lung. Sei (Ai)k
i=1 eine Folge von k Matrizen mit jeweils n Spalten; Matrix Ai habe ri Zeilen

und Rang ri, 1 ≤ i ≤ k. Die Matrizen seien orthogonal zueinander in dem Sinne, dass für

alle 1 ≤ i 6= j ≤ k gilt:

AiA
t
j = 0,

dabei ist ”0” die ri × rj-Nullmatrix. Dann sind die k Zufallsvektoren

A1Y,A2Y, . . . , AkY

alle unabhängig voneinander (nicht jedoch zwingend auch die Koordinaten in den einzelnen

AiY ).

Beweis von Satz 7.4: Wieder können wir den Rn als direkte Summe der von den

einzelnen Matrizen aufgespannten Räume darstellen (allenfalls noch notwendige orthogo-

nale Ergänzung (< A∗ >):

Rn =< A1 > ⊕ < A2 > . . .⊕ < Ak > ⊕ < A∗ > .

180



Wir wählen zudem für jedes < Ai > eine orthonormale Basis; total für den ganzen Rn die

u1, . . . , un. Die Matrix Q bauen wir mit Zeilen ui auf: Qi. := ut
i. Dann gilt:




A1

A2

.

.
Ak


 =




M1 0 . . . 0
0 M2 . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . Mk 0


 Q

mit Mi eine ri × ri-Matrix. Es gilt für jedes 1 ≤ i ≤ k: AiY = Mi(QY )(i), wobei

QY =




(QY )1
(QY )2

.

.
(QY )r1

(QY )r1+1

.

.

.
(QY )n




.

Mit (QY )(i) bezeichnen wir jetzt den Vektor ((QY )r1+...+ri−1+1, . . . , (QY )r1+...+ri)
t. Weil

Q orthogonal ist, ist QY eine MVNn(0, In)-Zufallsgrösse. Also sind auch die

A1Y,A2Y, . . . , AkY = M1(QY )(1),M2(QY )(2), . . . ,Mk(QY )(k)

jeweils unabhängig - sie greifen auf verschiedene, unabhängige Zufallsgrössen ((QY )i)n
i=1

zurück.

¤

Wir bringen noch eine lose Sammlung von Resultaten - ohne Beweis:

Satz 7.5 [Äquivalente Definition der MVN] Ein Vektor Y ist genau dann MVNn,

wenn für jeden Vektor a ∈ Rn gilt: atY ist eindimensional normalverteilt.

Wegen Satz 7.5 ist der bivariate Zufallsvektor aus Kontrastbeispiel 7.2 nicht MVN2.

Satz 7.6 [Summe von MVN] Sei X eine MVNn(µ1,Σ1)-Zufallsgrösse und Y eine

MVNn(µ2,Σ2)-Zufallsgrösse; X
∐

Y . Dann gilt: X + Y ist MVNn(µ1 + µ2,Σ1 + Σ2)-

verteilt.
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Satz 7.7 [nochmals mit Matrix ran] Sei X eine MVNn(µ,Σ)-Zufallsgrösse. Sei

B eine k × n-Matrix und η ein k × 1-Vektor. Dann hat

Y := η + BX

eine MVNk(η + Bµ,BΣBt)-Verteilung.

*

* *

Wir wollen die Niveaulinien im Fall n = 2 ein bisschen üben; mehr dazu in einer Aufgabe.
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7.2 Vorbereitung II: Quadratische Formen und MVNn(µ,Σ)

In diesem Teil werden wir uns fragen, wie Ausdrücke der Art Y tUY verteilt sind, wenn U

symmetrisch und idempotent ist.

Wir repetieren kurz von 1.4.2.6: Wenn (Xi)n
i=1 iid N (0, 1)-verteilt sind, dann ist

n∑

i=1

X2
i

χ2
n-verteilt. E[χ2

n] = n; V [χ2
n] = 2n. Dazu noch E[X1

1 ] = E[X3
1 ] = 0; E[X2

1 ] = 1, E[X4
1 ] =

3 (letzteres wurde nicht gezeigt). Kleine Kontrolle: V [χ2
1] = E[(X2

1 )2] − (E[X2
1 ])2 =

3− 12 = 2; allgemein V [χ2
n] = 2n (wegen ”Varianz der Summe ist Summe der Varianzen”

bei Unabhängigkeit). Wir definieren jetzt

Definition 7.8 [Nichtzentrale χ2-Verteilung] Sei Y1 eine N (µ, 1)-Zufallsgrösse

und Y2, . . . , Yn seien je iid N (0, 1)-Zufallsgrössen. Y1 sei auch unabhängig von den restli-

chen Yi, 2 ≤ i ≤ n. Dann nennen wir die Verteilung von

n∑

i=1

Y 2
i

nichtzentral χ2
n und schreiben dafür χ2

n,µ2 . Die herkömmliche χ2
n-Verteilung erhalten wir

wenn µ = 0.

Berechnen Sie:

E[χ2
n,µ2 ] =

und V [χ2
n,µ2 ] =
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Satz 7.9 [Allgemeinere Definition hat auch χ2
n,µ2-Verteilung] Sei (Zi)n

i=1 eine

Folge von unabhängigen Zufallsgrössen, sodass Zi eine N (µi, 1)-Verteilung hat. Die Zu-

fallsgrösse

Y :=
n∑

i=1

Z2
i

hat dann eine χ2
n,µtµ-Verteilung.

Beweis von Satz 7.9: Für 1 ≤ i ≤ n gilt Zi = µi +Ni, wo die Ni iid N (0, 1)-verteilt

sind. Sei Q eine orthogonale n×n-Matrix (wird später noch speziell gewählt). Wir haben

Y = ZtZ = Zt(QtQ)Z = (ZtQt)(QZ) = (QZ)t(QZ).

Wie ist die Verteilung von QZ? Z = µ + N , wo N eine MVNn(0, In)-Zufallsgrösse ist.

QZ = Q(µ + N) = Qµ + QN = Qµ + N ′,

wo N ′ ebenfalls eine MVNn(0, In)-Zufallsgrösse ist. Jetzt wählen wir Q so, dass Qµ = |µ|~e1

(|µ| :=
√

µ2
1 + . . . + µ2

n). Damit ist aber

Qµ + N ′ =




Z ′1
Z ′2
.
.

Z ′n


 ,

wo Z ′1 = |µ|+ N ′
1 und für 2 ≤ i ≤ n gilt Z ′i = N ′

i . Damit haben wir

Y = ZtZ = Zt(QtQ)Z = (ZtQt)(QZ) = (QZ)t(QZ) =
n∑

i=1

(Z ′i)
2.

Dieser Ausdruck hat aber genau eine χ2
n,|µ|2-Verteilung und mit |µ|2 = µtµ erhalten wir

das gewünschte Resultat.

¤
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Satz 7.10 [Verteilung von Y tUY , U symmetrisch und idempotent] Sei Y

eine MVNn(µ, In)-Zufallsgrösse. Die n×n-Matrix U sei symmetrisch und idempotent mit

Rang(U) = k ≤ n. Dann hat

Y tUY

eine χ2
k,µtUµ-Verteilung.

Bemerkung zu Satz 7.10: Dies ist eine Verallgemeinerung von Satz 7.9. Wenn der

Rang(A) = n, so haben wir zwangsweise A = In und damit den Fall von Satz 7.9. Warum

gilt bei Rang(A) = n immer A = In?

Beweis von Satz 7.10: Von einer Aufgabe wissen wir, dass die Eigenwerte von

idempotenten Matrizen entweder 0 oder 1 sind. Von einer anderen Aufgabe und 6.6.3

folgt, dass wir k (= Rang(U)) mal Eigenwert 1 haben und n− k mal Eigenwert 0.

Wegen 6.6.1 finden wir eine orthogonale Matrix Q, so dass

QtUQ = Λ :=
(

Ik 0
0 0

)
.

Damit haben wir

Y tUY = Y tQQtUQQtY = (Y tQ)QtUQ(QtY ) = (QtY )tΛ(QtY ) =
k∑

i=1

[(QtY )i]2. (7.3)

Wegen Satz 7.7 (oder direkt wegen Entwicklung allgemeinster Fall MVN) hat QtY eine

MVNn(Qtµ,QtQ)-Verteilung; wegen QtQ = In sogar eine MVNn(Qtµ, In)-Verteilung.

Damit ist die rechte Seite von (7.3) eine Summe von unabhängigen, quadrierten

N ((Qtµ)i, 1)-Zufallsgrössen. Wegen Satz 7.9 hat (7.3) deshalb eine χ2

k,
∑k

i=1
[(Qtµ)i]2

-Vertei-

lung. Weil

µtUµ = µtQQtUQQtµ = (µtQ)QtUQ(Qtµ) = (Qtµ)tΛ(Qtµ) =
k∑

i=1

[(Qtµ)i]2

ist der Satz bewiesen.

¤
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Mit ähnlichen Argumenten beweist man noch:

Satz 7.11 [Orthogonalität und Unabhängigkeit bei quadratischen Formen

in MVN] Sei Y eine MVNn(µ, In)-Zufallsgrösse. Sei U = U1 + . . . + Um eine Summe

von n× n-Matrizen derart, dass die Uj , 1 ≤ j ≤ m, symmetrisch und idempotent sind und

UiUl = 0 für alle 1 ≤ i 6= l ≤ m. Dann gilt:

Y tU1Y, . . . , Y tUmY

sind alle unabhängig voneinander und für 1 ≤ j ≤ m gilt:

Y tUjY

ist χ2
Rang(Uj),µtUjµ-verteilt. U kommt in den Anwendungen vor; für den Satz selber ist U

nicht von Belang.

Satz 7.12 [Verteilung des Rests] Sei Y eine MVNn(µ, In)-Zufallsgrösse. Seien

U und V je symmetrische und idempotente n × n-Matrizen derart, dass UV = V . Wir

definieren Z := Y tUY −Y tV Y = Y t(U −V )Y (gebraucht als Y tUY = Y tV Y +Z). Dann

gilt: Z ist unabhängig von Y tV Y und Z ist χ2
Rang(U)−Rang(V ),µtUµ−µtV µ-verteilt.

Corollar zu Satz 7.12 [
∑n

i=1(Xi−X̄)2 ist χ2
n−1-verteilt] Sei X1, . . . Xn eine Folge

von iid N (µ, σ2)-Zufallsgrössen. Dann hat

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2

eine χ2
n−1-Verteilung.

Beweis von Corollar zu Satz 7.12: (in Klasse)

¤
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7.3 Einführung

7.3.1 Die Modellannahmen

Wir werden jetzt eine etablierte Methode kennenlernen, mit der wir

einfache Regression: eine (lineare) Beziehung zwischen 2 Variablen untersuchen können

(z.B. Punkte in Mathematik und Punkte in Physik von der gleichen Person). Zu Recht ist

man an die Korrelation von 1.3.3 erinnert. Im (theoretischen) Modell

Yi = α + βxi + εi (7.4 light)

werden wir die x-Variable als fest betrachten und versuchen, die Y -Variable möglichst

genau durch x vorher zu sagen oder durch x zu erklären (stören wird uns dabei der Störterm

ε). Es wird dann mit Daten (xi, yi), 1 ≤ i ≤ n, darum gehen, α, β und σ2(= V [ε]) zu

schätzen und zu testen, ob nicht z.B. β = 0 gilt.

multiple Regression: in Verallgemeinerung der einfachen Regression die Y -Variable (Re-

sponse-Variable) durch mehrere erklärende Variablen (Regressors, Predictors) möglichst

genau beschreiben können. Das theoretische Modell wird dann zu

Y = Aβ + ε. (7.4)

Dabei ist Y ein n-dimensionaler Zufallsvektor, A eine n×k-Matrix (Struktur-, Design- oder

Daten-Matrix) von Rang k (Idealfall), β der k-dimensionale Parametervektor und ε ein

MVNn(0, σ2In)-Zufallsvektor (vgl. 7.1; die εi, 1 ≤ i ≤ n, sind iid N (0, σ2)-Zufallsgrössen).

Bekannt sind in (7.4) Realisationen y1, . . . , yn, die Datenmatrix A; unbekannt ist β und

die Realisation des Fehlers ε sowie das σ2. Auch hier geht es darum, β, σ2 zu schätzen

(Teil 7.4) und zu testen, ob ganz β oder (häufiger) bestimmte βi Null sind oder nicht (Teil

7.5).

Häufig wird die erste Spalte von A aus lauter 1-ern bestehen. Damit wird die Verall-

gemeinerung von (7.4 light) zu (7.4) deutlich. Es gilt nämlich für Datenpunkt Yi wo

xij := Aij

Yi = β1 + β2xi2 + . . . + βkxik + εi.
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Was ist ε? Im Fehlerterm ε (auch Residual) fassen wir verschiedene Effekte wie Rundungs-

fehler, Messfehler, zufällige Schwankungen und kleinste Einflüsse, welche man nicht in’s

Modell einbauen will, zusammen.

Gründe für Regressionsanalyse sind jeweils:

* Y vorhersagen (Interpolation (interessierendes x ∈ [x(1), x(n)]) und Extrapolation (inter-

essierendes x /∈ [x(1), x(n)]))

* Zusammenhang erklären anhand bisheriger Daten

Kleine Aufgaben:

* Wie sieht A, ~β aus, damit wir eine einfache Regression haben?

* Wie sieht A, β aus, damit wir eine einfache Varianz-Analyse haben?

* Wie ist E[Yi]?

* Wie ist die Verteilung von Yi?
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7.3.2 Ein motivierendes Beispiel

Da wir bereits Testen und Schätzen allgemein behandelt haben (Kapitel 4 und 5), ist

es keine Überforderung, eine Guided Tour zur Analyse eines Datensatzes vorzunehmen,

bevor wir spezielle Schätzer und Tests für das Regressionsmodell kennenlernen. Dies folgt

später in 7.4 und 7.5.

Auf www.luchsinger-mathematics.ch/Radio.txt finden wir Daten und Analysebefehle zum

radioaktiven Niederschlag nach der Reaktorkatastrophe von Tschernobyl. Das Beispiel ist

schon von der Vorlesung ”Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik” des

ersten Semesters bekannt.

Schema zur Wahl von Modellen / Welche Regressoren soll man berücksichtigen?
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7.3.3 Welches ist ”Das richtige Modell”?

Nach diesen verschiedenen Modellen fragen wir uns vielleicht: ”Welches ist jetzt das

richtige Modell?” Ausser in Simulationen (vgl. Aufgabe in den Übungen), wo man genau

weiss, woher die Daten stammen, ist diese Frage nicht zu beantworten. Die verschiede-

nen möglichen Methoden und Modelle sollten uns aber zumindest dahingehend vorsichtig

machen, dass wir uns bewusst sind, dass man mit anderen Modellen andere Resultate

erhält.

In den Sozialwissenschaften (Soziologie, Psychologie und auch Ökonomie) gilt diese Re-

lativierung sehr stark (wann heiraten Menschen?). In denjenigen Naturwissenschaften, in

denen die Versuchsbedingungen einigermassen vollständig kontrolliert werden können, ist

jedoch zu erwarten, dass man so etwas wie ein richtiges Modell finden kann (Atomzerfall,

Wachstum einer Bakterienpopulation im Labor). Bei der Medizin ist zu bemerken, dass

die untersuchten Menschen in permanent ändernden Bedingungen leben (und nicht im

Labor). Deshalb wird es dort je nach Untersuchungsgegenstand kaum universelle Modelle

geben.
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7.4 Schätzen im Regressionsmodell: OLS und MLE

In der Vorlesung ”Einführung in die Numerik” im 2. Semester haben Sie bereits (nach

der Konditionszahl eines linearen Gleichungssystems) das lineare Ausgleichsproblem be-

handelt (Methode der kleinsten Fehlerquadrate (engl. Ordinary Least Squares OLS)). Die

Aussagen dort bleiben natürlich richtig (insbesondere bzgl. numerischer Probleme (Kon-

ditionszahl) etc.); wir ändern ein bisschen Sichtweise und Motivation.

Wir werden jetzt 2 Methoden kennenlernen (OLS und MLE), mit denen man die unbekann-

ten Parameter in (7.4) schätzen kann. In diesem einfachen Modell werden die Schätzungen

β̂ für β gleich sein, egal welche Methode wir anwenden. Es gibt jedoch einen wichtigen

(philosophischen) Unterschied: bei der OLS-Schätzung werden wir gar keine Modellannah-

men (ausser linear) machen müssen. Wir definieren Ŷ := Aβ̂. Die Aufgabe ist lediglich:

suche β̂1, . . . , β̂k derart, dass die Summe der quadrierten Fehler (Sum of Squared Errors)

SSE :=
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 :=
n∑

i=1

(yi − (Aβ̂)i)2

minimal ist.

OLS-Schätzung

Schreiten wir jetzt zur OLS-Schätzung: Wir haben die Summe

n∑

i=1

(yi − (Aβ)i)2

bzgl. β zu minimieren. Ich verweise hier auf die bereits genannte Vorlesung ”Einführung

in die Numerik”. Man erhält durch ableiten nach den einzelnen βj , 1 ≤ j ≤ k, erstmal

∂

∂βj

n∑

i=1

(yi − (Aβ)i)2 = 2
n∑

i=1

(yi − (Aβ)i)xij .

Durch Nullsetzen und Aggregieren erhalten wir die Normalgleichungen (Synonymgebrauch

von Zufallsgrössen Y und Datenpunkten y)

AtY = AtAβ̂. (Normalgleichungen)
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Von 6.5: wenn A vollen Rang k hat, so ist AtA invertierbar und wir erhalten

β̂ = (AtA)−1AtY.

In der Vorlesung ”Einführung in die Numerik” wurde gezeigt, dass diese Lösung eindeutiges

Minimum ist.

Uns fehlt noch ein Schätzer für σ2. Eine Möglichkeit ist, dass wir mit den ei := yi− ŷi, 1 ≤
i ≤ n, den sogenannten beobachteten Residuen (die wahren sind ja unbeobachtet), arbeiten:

σ̂2 :=
1

n− k

n∑

i=1

e2
i . (7.5)

Warum ”n − k” im Nenner? Angelernte StatistikerInnen sagen dazu: wir haben ja k

Parameter (im β) geschätzt, es gehen also k Freiheitsgrade verloren. Dieser Schätzer für

σ2 ist erwartungstreu, wie wir weiter hinten noch zeigen werden. Wir beweisen in einer

Aufgabe, dass auch β̂ erwartungstreu ist.

ML-Schätzung

Wie bereits angekündigt, ist der MLE für β gleich wie beim OLS-Schätzer. Wir werden

die Berechnung des MLE von β auf die Berechnung des OLS-Schätzers zurückführen.

Wegen (7.4) ist Yi normalverteilt mit Erwartungswert (Aβ)i und Varianz σ2:

Yi ∼ N ((Aβ)i, σ
2).

Die Likelihood (vgl. Definition 5.7) ist also

n∏

i=1

( 1√
2πσ2

)
exp

[− 1
2σ2

(yi − (Aβ)i)2].

Wir berechnen die Log-Likelihood

− 1
2σ2

n∑

i=1

(yi − (Aβ)i)2 − n

2
log σ2 + c, (7.6)
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wobei c eine Konstante ist. Da wir diesen Ausdruck maximieren wollen, können wir einfach

(egal, wie wir σ2 schätzen!) für die Schätzung von β den Ausdruck

n∑

i=1

(yi − (Aβ)i)2

minimieren. Aber das ist ja unser Ausgangsproblem bei der OLS-Schätzung. Deshalb

müssen die Schätzer gleich sein wie bei der OLS-Methode. Aber wie ist der MLE von σ2

in Modell (7.4)? Kleine HA: setzen Sie dazu obiges β̂ in (7.6) ein und maximieren Sie bzgl.

σ2. Man erhält dann den MLE für σ2:

(σ̂2)MLE =
1
n

n∑

i=1

e2
i ,

zu vergleichen mit (7.5). Zusammengefasst: die MLE und OLS-Schätzung für β ist gleich

und die Schätzung für σ2 ist bis auf den Faktor n/(n− k) gleich.

Geometrische Interpretation für Schätzproblem:
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Rechtfertigung dieser Interpretation durch folgende Turnübungen T

Mit Notationen (siehe auch Aufgabenblatt und Kapitel 6):

H := A(AtA)−1At

M := In −H

β̂ := (AtA)−1AtY

Ŷ := Aβ̂

e := Y − Ŷ

folgende kleine Turnübungen:

T 1: H und M sind idempotent und symmetrisch, HA = A und H und M stehen

orthogonal zueinander: HM = 0 (Aufgabe in den Übungen).

T 2:

β̂ = (AtA)−1AtY = (AtA)−1At(Aβ + ε) = β + (AtA)−1Atε

T 3: bin schon in A

MA = (In −H)A = A−A = 0

T 4:

e = Y − Ŷ = Y −Aβ̂ = Y −A(AtA)−1AtY = (In −H)Y = MY

= M(Aβ + ε)

= Mε

T 5: H projiziert Y auf die Ebene ARk

Ŷ = Aβ̂ = A(AtA)−1AtY = HY

T 6:

ete = (Mε)tMε = εtM tMε = εtMε

194



T 7:

ete = (MY )tMY = Y tM tMY = Y tMY

T 8:

(Ŷ )tŶ = (HY )tHY = Y tHtHY = Y tHY

T 9: Geschätzte Residuen orthogonal zu A. Wir haben alles aus A herausgeholt, um Y

zu schätzen. Wäre T 9 verletzt, wären wir noch nicht ganz optimal.

etA = (Mε)tA = εtMA = 0

T 10:

etŶ = εtMAβ̂ = 0

T 11: Jargon: ”Die Variation in den Y (Y tY ) lässt sich aufspalten in einen Anteil, der

durch die Regression erklärt wird (Ŷ tŶ ) und eine residuale Summe (ete).”

Y tY = (Ŷ + e)t(Ŷ + e) = Ŷ tŶ + Ŷ te + etŶ + ete = Ŷ tŶ + ete

T 12: H ist die orthogonale Projektion auf ARk (vgl. T 5). Sei dazu y(1) ∈ ARk, d.h.

∃u ∈ Rk : y(1) = Au. Dann gilt:

Hy(1) = A(AtA)−1AtAu = Au = y(1). (T 12.1)

Sei y(2) ∈ (ARk)⊥, d.h. (y(2))tAu = 0 ∀u ∈ Rk, d.h. utAty(2) = 0 ∀u ∈ Rk, d.h.

Aty(2) = 0. Dann gilt:

Hy(2) = A(AtA)−1Aty(2) = 0. (T 12.2)
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Zum Schluss (auch als Vorbereitung für 7.5) wollen wir noch kurz den Schätzer β̂ und

(σ̂2)MLE als Zufallsgrösse auffassen:

β̂:

(σ̂2)MLE :
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7.5 Testen im Regressionsmodell

7.5.1 Gesamter Vektor ~β = ~0?

Repetition T 11: Jargon: ”Die Variation in den Y (Y tY ) lässt sich aufspalten in einen

Anteil, der durch die Regression erklärt wird (Ŷ tŶ ) und eine residuale Summe (ete).”

Y tY = Ŷ tŶ + ete

Mit Hilfe dieser Turnübung lässt sich einfach ein Test konstruieren. Dazu betrachten

wir nochmals die Skizze mit der Interpretation der OLS-Schätzung von β als orthogonale

Projektion von Y auf die Ebene ARk:

Die Entwicklung der Teststatistik geschieht dann in 3 Schritten (vgl. auch Kapitel 4.5

ANOVA):

1. Die Ausspaltung in T 11 ist derart, dass wir auf der rechten Seite unabhängige

Summanden haben.

2. Die einzelnen Summanden sind χ2-verteilt (mit noch zu bestimmenden Parametern)

3. Die beiden Summanden auf der rechten Seite von T 11 werden wir (richtig normiert)

in Zähler und Nenner einer Statistik einsetzen, welche im Fall ~β = 0 F -verteilt ist

(mit noch zu bestimmenden Parametern). Ein allfälliges σ2 6= 1 kürzt sich heraus.

197



Wir werden T 11 zuerst noch umschreiben; unter Verwendung von H := A(AtA)−1At, T

7 und T 8 folgt:

Y tY = Y tHY + Y tMY = Y tHY + Y t(In −H)Y. (Streuungszerlegung)

Unabhängige Summanden: Dies folgt aus Satz 7.12 (wir wählen U := In, V := H und

teilen Y durch σ).

χ2-verteilte Summanden mit Parametern...: Wenn wir den ersten Summanden durch

σ2 teilen, ist er wegen Satz 7.10 (wir wählen U := H) χ2

k,
~βtAtHA~β

σ2

= χ2

k,
~βtAtA~β

σ2

-verteilt.

Wenn wir den zweiten Summanden durch σ2 teilen, ist er χ2
n−k-verteilt (siehe Schluss von

7.4).

Der F -Test: Wenn ~β = ~0 (H0-Hypothese), dann ist Y tHY (der noch nicht normierte

Zähler) bis auf den Faktor σ2 χ2
k-verteilt, sonst Nichtzentral χ2; also tendenziell mit

grösseren Werten. Wir werden also die Teststatistik

Fk,n−k :=
Y tHY/k

Y t(In −H)Y/(n− k)

benutzen und im Fall von grösseren Werten ~β = ~0 verwerfen.

In einer einfachen und freiwilligen Hausaufgabe überprüfe man bitte, dass wegen (tn)2 =

F1,n im Fall k = 1 : Yi = α + εi, obiger Test wie erwartet zu einem (quadrierten) t-Test

wird. Damit ist die Theorie aus Kapitel 4.4 ”µ = 0? bei unbekannter Varianz” offenbar

einfach ein Speziallfall der Regression.

Jargon: Die Summen in Gleichung (Streuungszerlegung) werden manchmal mit

Totalquadratsumme = Behandlungsquadratsumme + Restquadratsumme

oder

Totalquadratsumme = Strukturquadratsumme + Restquadratsumme

bezeichnet.
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Wir haben oben zugeschnitten ein Resultat eingesetzt, welches für sich noch allgemein

formuliert werden sollte:

Corollar 7.13 [β̂
∐

σ̂2] In Modell (7.4) sind die Schätzer

β̂ := (AtA)−1AtY

und (vgl. T 6)

Kσ̂2 :=
n∑

i=1

e2
i = εtM tMε = |Mε|2

stochastisch unabhängig voneinander. Für K wählen wir (meist) entweder (n− k) oder n.

Bemerkung zu Corollar 7.13: Die Schätzungen der einzelnen Komponenten in β̂

sind jedoch nicht zwingend unabhängig voneinander, vgl. Schluss von 7.4.

Beweis von Corollar 7.13: Von T 1, T 2 haben wir

β̂ = β + (AtA)−1Atε = β + (AtA)−1AtHε =: u(Hε)

und

Kσ̂2 = |Mε|2 =: v(Mε)

für Funktionen u, v. Wir haben wegen T 1 HM = 0. Es gilt r(H) = k und r(M) = n− k

(kleine HA). Wir können jetzt ähnlich wie in Satz 7.4 vorgehen:

Damit folgt, dass Hε und Mε unabhängig sind. Damit gilt auch β̂
∐

σ̂2.

¤
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7.5.2 Einzelne βi = 0, 1 ≤ i ≤ k?

Wir wollen jetzt einen Test für ”βi = 0?” entwickeln: Dazu repetieren wir vom Schluss

von 7.4:

β̂ ∼ MVNk(β, σ2(AtA)−1).

Damit gilt:

β̂i ∼ N (βi, σ
2[(AtA)−1]ii).

Dummerweise ist σ2 unbekannt. Wir können aber unsere Schätzung aus (7.5) nehmen:

σ̂2 :=
1

n− k
Y tMY =

1
n− k

Y t(In −H)Y.

Damit haben wir als Teststatistik

Ti :=
β̂i√

1
n−kY t(In −H)Y [(AtA)−1]ii

.

Die Verteilung unter H0 : βi = 0 ist eine tn−k-Verteilung; warum (3 Sachen)?
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7.6 Probleme & Diagnostic Checking; siehe Vlsg WTS

7.7 Warum ist die lineare Regression mit OLS so wichtig, bekannt und erfolg-

reich? (siehe Vlsg WTS)

OLS BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). Dies ist formalisiert im

Theorem 7.14 [Gauss-Markov-Theorem: ”OLS ist BLUE”] Im Modell (7.4):

Y = Aβ + ε ist der Schätzer β̂ := (AtA)−1AtY für β optimal in dem Sinne, dass alle

anderen in Y linearen, erwartungstreuen Schätzer β̃ eine ”schlechtere” Kovarianzmatrix

haben: für alle a ∈ Rk gilt

atV (β̂)a ≤ atV (β̃)a.

Mit a = ~ei, 1 ≤ i ≤ k, kanonischer Einheitsvektor, ist insbesondere die Schätzung jeder

Koordinate von β durch β̂ von kleinstmöglicher Varianz.

Beweis von Theorem 7.14: Damit ein (Konkurrenz-) Schätzer β̃ linear in Y ist, muss

er eine Darstellung mit einer k × n-Matrix B (B wie besser - er meint er sei besser)

haben: β̃ := BY (bei OLS gilt B := (AtA)−1At). Damit ein solcher linearer Schätzer auch

erwartungstreu ist muss gelten:

β = E[β̃] = E[BY ] = E[B(Aβ + ε)] = BAβ.

Dies muss für alle β gelten. Damit muss

BA = Ik (7.7)

sein.

Wir berechnen jetzt die Kovarianzmatrix von BY unter Verwendung von (7.7):

V (BY ) = E[(BY − β)(BY − β)t]

= E[(B(Aβ + ε)− β)(B(Aβ + ε)− β)t]

= E[(BAβ + Bε− β)(BAβ + Bε− β)t]

= E[(β + Bε− β)(β + Bε− β)t]

= E[(Bε)(Bε)t] = BE[εεt]Bt = σ2BBt
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Wir definieren ”Delta”: D := B − (AtA)−1At und damit B = (AtA)−1At + D. Es gilt

wegen (7.7):

DA = BA− (AtA)−1AtA = Ik − Ik = 0. (7.8)

Wir rechnen nochmals unter Verwendung von (7.8):

V (BY ) = σ2BBt = σ2[(AtA)−1At + D][(AtA)−1At + D]t

= σ2[(AtA)−1AtA(AtA)−1 + DA(AtA)−1 + (AtA)−1AtDt + DDt]

= σ2[(AtA)−1 + DDt]

Vom Schluss von 7.4 her wissen wir, dass die Kovarianzmatrix von β̂ gleich σ2(AtA)−1 ist.

Damit haben wir

V (β̃) := V (BY ) = V (β̂) + σ2DDt.

¤
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7.8 Verbindung zu EDV-Ausdrücken mit abgezogenem Mittelwert

Manche EDV-Pakete ziehen vom Vektor Y zuerst den Mittelwert ab und arbeiten dann

mit Y − Ȳ . Wie ist das mit der bisherigen Theorie des Testens zu vereinbaren und wieso

kommen die gleichen Verteilungen (F, auch t) heraus (zum Teil mit um 1 kleinerem df)?

Wir vergleichen: In unserem Beispiel aus 7.3.2 liefert uns der Computerausdruck sowohl

die Teststatistik aus 7.5.1 (ganzer Vektor) wie auch 7.5.2 (einzelne Koordinaten).
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7.9 Hängepartien von früheren Kapiteln

7.9.1 X̄
∐ ∑n

i=1(Xi − X̄)2 (beendet 4.4.3 und 4.4.5, (t-Test))

Wenn X1, . . . , Xn iid N (µ, σ2)-verteilt, dann gilt:

X̄
∐ n∑

i=1

(Xi − X̄)2.

Beweis: Corollar 7.13 mit A := 1n, T 7.

¤

Wie in der Vorlesung schon mehrfach erwähnt, gilt sogar auch die Umkehrung. Ein Beweis

hiervon findet sich in R.C. Geary, ”Distribution of Student’s ratio for nonnormal samples,”

Roy. Stat. Soc. Jour., Supp. Vol 3, no. 2.

7.9.2 Fundi ANOVA (beendet 4.5.3, (einfache Varianzanalyse))

Dies folgt aus 7.8:

¤
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