Wahrscheinlichkeitstheorie
Dr. C.J. Luchsinger
4 Erwartungswerte
4.0 Ein paar Vorbemerkungen

1. Wir haben in Kapitel 2 nach Lemma 2.11 einen kurzen Abstecher gemacht, in dem
wir eine Erweiterung von (€2, .4, P) und einem darauf definierten X vorgenommen haben,
um auch Werte +o00 als Werte einer Zufallsgrosse zuzulassen. Wir brauchen dies in der Vlsg
AS. Falls eine Zufallsgrosse X mit Wahrscheinlichkeit > 0 den Wert 400 annimmt (und
beispielsweise nach unten beschrankt ist), dann definieren wir den Erwartungswert als +o00.
Es ist aber bereits in der Vlsg WTS darauf hingewiesen worden, dass eine Zufallsgrosse
durchaus sowohl mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche Werte annehmen kann, aber trotzdem
keinen endlichen Erwartungswert hat. Dazu geben Sie im Must-Teil auf Blatt 10 ein

einfaches Beispiel (benutzen Sie dazu den Erwartungswertsbegriff aus der WT'S).

2. In der WTS haben wir in WTS-Definition 3.1 den Erwartungswert E[X] einer

diskreten und (absolut) stetigen Zufallsgrosse X definiert als

Xl= ffooo v f(x)dx falls X (absolut) stetig.

Weiters definierten wir mit g(z) eine Borel-Funktion von R nach R:

Ela(X)] — in g(z;)P[X = x;] falls X diskret
(0] = ffooo g(z) f(x)dx falls X (absolut) stetig.

Diese Definitionen gelten, falls die Summe bzw. das Integral existiert. Dabei wird jeweils

iiber den gesamten Wertebereich der Zufallsgrosse summiert respektive integriert.

Diese ”Definitionen” reichen fiir eine einfiihrende Vorlesung und Serviceveranstaltun-

gen. Sie sind auch anschaulich wegen des bekannten Durchschnitts und der physikalischen
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Interpretation als Schwerpunkt. Diese beiden Definitionen sind aber nicht ganz unprob-
lematisch, wenn einfach so parallel hingeschrieben. Die erste ist ein Spezialfall der zweiten
Definition und es ist nicht sofort ersichtlich, dass dies nicht auf einmal zu 2 verschiede-
nen Erwartungswerten fithren kénnte: je nachdem, ob man in einer konkreten Situation
die erste oder die zweite Definition benutzt. Das Problem obiger Definitionen ist aber ins-
besondere, dass wir in der modernen Stochastik ein besseres Fundament brauchen; deshalb
wird zur Definition von Erwartungswerten weit ausgeholt (4.1-4.3, 4.4, 4.5). Wir werden

die obigen Resultate in 4.5 (also relativ spét) sauber erarbeiten.

3. Was wollen wir sinnvollerweise von einem Erwartungswert fordern (haben wir in

der WTS iiber E gelernt)?
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4.1 Erwartungswert einfacher Zufallsgrossen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir haben in Kapitel 2 einfache Zufallsgrossen
eingefiihrt in dem Sinne, dass Sie nur endlich viele Werte annehmen und damit eine Darstel-

lung in der Art

X = iailAi (D)
i=1

besitzen, wo (A;)"_, eine Partition von 2 ist (die a;’s miissen nicht verschieden sein). Dann

definieren wir erstmal

Definition 4.1 [Erwartungswert einer einfachen Zufallsgrésse] Sei X eine

einfache Zufallsgrosse mit Darstellung X =Y., a;14,. Dann definieren wir
E[X]:=) a;PlA].
i=1

Wir orientieren uns damit bei dieser Definition durchaus am diskreten Fall von WTS-
Definition 3.1: auch dort war der Erwartungwert eine gewichtete Summe; die Gewichte sind

dabei die Wahrscheinlichkeiten (P[A;]), mit denen die Werte (a;) angenommen werden.

Sie zeigen in einer kleinen Ubung, dass dies wohldefiniert in dem Sinne ist, dass der Er-

wartungswert nicht von der Darstellung (D) abhéngt.

Berechnen Sie mit Hilfe von Definition 4.1 F[14] und Elc], wo ¢ eine Konstante.
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Nach diesen kleinen Resultaten folgen Linearitdt und Monotonie von E bei einfachen Z.G.:

Satz 4.2 [Linearitit von F bei einfachen Z.G.] Seien X,Y beide einfache Z.G.
und a,b € R. Dann ist auch aX + bY eine einfache Z.G. und es gilt:

E[aX +bY] = aE[X] + bE[Y].

Beweis von Satz 4.2:

Wie folgt jetzt hieraus die Monotonie von E bei einfachen Z.G.?
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4.2 Erwartungswert nichtnegativer Zufallsgrossen

In Lemma 2.13 haben wir gezeigt, dass wir fiir jede Z.G. X mit X > 0 eine Folge
von einfachen Zufallsgrossen 0 < X; < X ... haben, sodass X, (w) T X(w) punktweise.
Es ist dann naheliegend, den Erwartungswert nichtnegativer Zufallsgrossen als Limes von

Erwartungswerten ebensolcher Z.G. zu definieren:

Definition 4.3 [Erwartungswert nichtnegativer Zufallsgréssen| Sei X eine
nichtnegative Zufallsgrosse. Sei X, eine monotone, nichtnegative Folge von einfachen
Zufallsgrossen, sodass X, T X. Dann definieren wir

E[X]:= lim E[X,] < cc.

n—oo

Wegen der Monotonie von E fiir einfache Z.G. haben wir auch E[X;] < EF[Xs] < ...
Damit existiert der Limes auf jeden Fall (monotone Folgen konvergieren immer eigentlich

oder uneigentlich). Der Limes kann aber unendlich sein.

Wir miissen noch die technisch relevante Erwartung iiberpriifen, dass obiger F[X] nicht

von der gewahlten Folge abhangt; dies ist der Fall:

Lemma 4.4 [E ist unabhingig von der approximierenden Folge] Seien (X,,)
und (Xk) beides Folgen von monotonen, nichtnegativen, einfachen Z.G., welche beide gegen

X konvergieren. Dann gilt auch

lim F[X,] = lim E[Xg].

n— oo k—o0

Streng mathematisch gesehen, durfte man in Definition 4.3 nicht das gleiche Zeichen ” E”
fiir den Erwartungswert benutzen wie in Definition 4.1. Aber wegen Lemma 4.4 diirfen wir
bei einfachen, nichtnegativen Zufallsgrossen X diese auch durch die ”Folge” von X,, := X
fiir alle n ”approximieren” und erhalten damit den gleichen Wert in Definition 4.1 wie
in Definition 4.3. In 4.3 wird diese mathematische Raffinesse noch in den negativen Teil

fortgesetzt - es wird also erlaubt sein, hier immer das gleiche Symbol E zu benutzen!
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Beweis von Lemma 4.4:
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Genau wie in Teil 4.1 werden wir auch hier - jetzt fiir eine grossere Klasse von Z.G. - die

wichtigsten Eigenschaften beweisen:

Satz 4.5 [Linearitdt von E bei nichtnegativen Zufallsgrossen| Seien X,Y je

nichtnegative Z.G. und a,b € Ry. Dann gilt

ElaX +bY]| = aE[X] + bE]Y].

Beweis Satz 4.5:

Auch hier wollen wir noch auf die Monotonie von E bei nichtnegativen Z.G. schliessen:

78



Es folgen jetzt noch ein paar Resultate vor 4.3, welche thematisch eher zu Kapitel 5

(n — 00) gehoren, beweistechnisch aber jetzt Sinn machen:

Der folgende Satz ist der erste in dieser Vlsg, welcher die allgemeine Frage in WT und

Analysis behandelt:
"wann darf ich Limesbildung und Integration vertauschen?”

Satz 4.6 [Lemma von Fatou] Sei (X,,) eine nichtnegative Folge von Zufallsgréssen.
Dann gilt:
E[liminf X,,| < liminf E[X,,].

n—oo n—oo

Geben Sie eine Situation an, in der obige Ungleichung strikt gilt:

In den Ubungen miissen Sie im Honours-Programm noch eine Erweiterung hin zum lim sup

beweisen.

Beweis von Satz 4.6:
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Satz 4.7 [Satz iiber monotone Konvergenz von Beppo Levi (1875-1961)] Sei

(X,) eine monotone, nichtnegative Folge von Zufallsgréssen mit X, T X. Dann gilt:
lim EF[X,] = F[lim X,]= F[X].

Ein analoger Satz gilt auch in der Analysis; vgl zB Satz 1 in §9 in Forster Analysis III.

Beweis von Satz 4.7:

Beachten Sie bitte, dass unser Beispiel nach dem Lemma von Fatou nicht im Widerspruch

zu Satz 4.7 steht!

In den Vlsg’en WTS, AS und SM haben wir bereits mehrfach die Umformung

B> Vil = Y Bl

gemacht. Ohne Einschrankungen (diese waren in WTS, AS und SM immer gegeben) gilt

diese Formel nicht; hingegen konnen wir jetzt schon beweisen:

Satz 4.8 [Partialsummen und Vertauschung von Limesbildung und Integra-

tion] Seien Yi, > 0 und Y ,-, Yi(w) < oo fir alle w € Q. Dann gilt:

B(Y Vil =3 Bl

Beweis Satz 4.8:
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4.3 Erwartungswert von Zufallsgrossen (Integrierbare Zufallsgrossen)

Wir kommen hiermit zum letzten Erweiterungsschritt nach 4.1 und 4.2: wir werden
jetzt auch die negativen Zufallsgrossen einbeziehen. Gegeniiber 4.2 werden wir uns aber

auch leicht einschrinken, da wir Endlichkeit der involvierten Grossen fordern.

Wir repetieren aus Kapitel 2: X+ := max{X,0}, X~ := —min{ X, 0} (beide nichtnegativ!)
und damit X = X+t — X~ und | X|=XT4+ X"

Definition 4.9 [Integrierbar, Erwartungswert, L'] Sei X ecine Z.G.. Dann

definieren wir
a) X ist integrierbar, wenn E[|X|] < co.
b) Falls X integrierbar ist, definieren wir den Erwartungswert von X als

E[X] = E[X*] - E[X].

c) Wir bezeichnen mit L' die Menge der integrierbaren Z.G.

Kleine Betrachtungen zu Definition 4.9:
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Satz 4.10 [Linearitit von E] Seien X,Y € L' und a,b € R, dann gilt
aX +bY € L'

und

E[aX +bY] = aE[X] + bE[Y].

Beweis Satz 4.10:

In kleinen Ubungsaufgaben zeigen Sie noch fiir X € L', dass dann |E[X]| < E[|X|] und

falls X <Y € L', dann E[X] < E[Y].

82



Nach Lemma von Fatou (Satz 4.6), Satz iiber die monotone Konvergenz (Satz 4.7),
folgt hiermit ein dritter Satz iiber die Frage, wann Limesbildung und Integration (Sum-

mation, Erwartungswertbildung) vertauscht werden darf:

Satz 4.11 [Satz iiber majorisierte Konvergenz von Henri Lebesgue (1875-
1941)] Seien X1, Xo, ... und X integrierbare Z.G. derart, dass fir allew € Q gilt X,,(w) —
X(w). Wir fordern weiter, dass eine Z.G.Y derart existiert, dass Y € L' und |X,,| <Y
fur alle n. Dann gilt:

nlirréo E[X,] = E[X].

Ein analoger Satz gilt auch in der Analysis; vgl zB Satz 2 in §9 in Forster Analysis III.

Beweis Satz 4.11:

Vermeintliche Gegenbeispiele und Beispiele:
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4.4 Integration beziiglich Verteilungsfunktionen

Die Integration beziiglich Verteilungsfunktionen ist ein Spezialfall des Riemann-Stielt-
jesschen Integrals (noch allgemeiner ware das Lebesgue-Stieltjessche Integral nach Thomas
Jan Stieltjes (1856-1894)). Als Sie in der einfilhrenden Vorlesung {iber Analysis das
Riemann-Integral kennengelernt haben, haben Sie wohl unschwer festgestellt, dass die
Gewichtung einer Funktion f(z) auf der z-Achse gleichméssig geschah: wenn Sie eine

Treppenfunktion 1 integriert haben, so haben Sie kleine Rechtecke summiert:

b n
/ Y(x)dr = ch(xk — Tp_1)-
a k=1

(Eine Funktion f ist demnach genau dann Riemann-integrierbar, wenn man ein Ober- und

Unterintegral von Treppenfunktionen beliebig nahe zusammenfiihren kann.)

Eine physikalisch sinnvolle Erweiterung dieses Integral-Begriffes geht dann in die Rich-
tung, dass man nicht mehr einfach gleichméssig (uniform, gleichgewichtet, Distanz (zy —
xk—1)) die Funktionswerte summiert, sondern eine gewichtete Summe von Funktionswerten

nimmt: damit gelangen wir zum Riemann-Stieltjesschen Integral.

Definition 4.12 [Riemann-Stieltjessches Integral] Seien f und a zwei reell-
wertige Funktionen auf |a,b]. Sei Z := {xg,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] und & =
{&1,...,&n} ein zugehdriger Zwischenvektor, so heisst

n

Sa(f, 2,6) =Y f(&)[a(ar) — alar-1)]

k=1
eine Riemann-Stieltjessche Summe fiir f beziiglich o. Wenn fiir jede Folge von Zerlegun-
gen, deren Feinheit gegen Null konvergiert, diese Summe konvergiert (die Grenzwerte fallen
alle zusammen (1)), so sagen wir, dass f beziiglich o RS-integrierbar ist (Riemann-Stietjes-

integriebar). Man schreibt dafir

/abf(x)da(m),/ab fda(z) oder /ab fda.

Mit a(x) = = haben wir unser bekanntes Riemann-Integral! Fiir die weiteren Berechnun-

gen zentral ist dann
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Satz 4.13 [Verbindung Riemann-Integral und RS-Integral| Ist die Funktion f

Riemann-integrierbar und existiert die Ableitung o/ auf [a,b], so existiert

/ab fda
/ab fda = /ab fo'dx.

PhysikerInnen kénnen bei solchen Formeln (vgl. Substitutionsregel der Integrationsrech-

und es gilt

nung) der Versuchung eines ausgekliigelten Differentialkalkiils nicht widerstehen, um diese

Formel zu begriinden; dieses geht folgendermassen:

Solange man sich bewusst ist, dass dies noch kein Beweis obiger Formel ist, ist es OK zum
finden von Losungen (&hnlich wie beim Losen von DGL und PDE’s). Aber es ist kein

Beweis; diesen findet man zB in Heusser I: Kapitel XI.
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Nach dieser Auflistung von Definition und Resultaten {iber das Riemann-Stieltjessche
Integral aus der Analysis, wollen wir jetzt die Integration beziiglich Verteilungsfunktionen
einfiihren. Dabei werden wir zwar sehen, dass diese Erwartungswerte eben Riemann-
Stieltjessche Integrale sind, hingegen kann man die ganze Theorie auch ohne Kenntnisse
des Riemann-Stieltjesschen Integrals verstehen und einfiihren. Genau so werden wir das -

abgesehen von Querverweisen - auch machen.

Es sei - ebenfalls vorbereitend - darauf hingewiesen, dass im ganzen bisherigen Kapitel 4

bei jedem Erwartungswert

E[X]

einer Zufallsgrosse X auch eine Wahrscheinlichkeit P im Spiel ist (Definition 4.1 und darauf
basierende Erweiterungen). Deshalb indexiert man den Erwartungswert manchmal, sobald

die dazugehorige Wahrscheinlichkeit P eine Rolle spielt in der Art

Ep[X].

Zum Beispiel in der Finanzmathematik werden Sie nicht nur das "normale”, aus his-
torischen Daten geschétzte, P fiir die Entwicklung eines stochastischen Prozesses (zum
Beispiel Aktienkurs S;) haben, sondern auch ein sogenanntes ” Risk-Neutral-Measure” Q.

Sie haben dann - was Anfanger sehr stark verwirrt - ein Ep[S;] und ein Eg[S,].

Falls wir jetzt eine Verteilungsfunktion F' auf R haben, dann gibt es wegen Satz 1.17 ein

eindeutiges P auf B(R) derart, dass Fp = F. Es gilt dann

P[(a,b]] = F(b) — F(a). (Gewicht)

Wir haben beim Exkurs iiber das Riemann-Stieltjessche Integral gesagt, dass man mit
dem Riemann-Stieltjesschen Integral eine unterschiedliche Gewichtung bei der Integration
erreicht. Genau dies machen wir (versteckt) mit Hilfe von (Gewicht) in nachfolgender

Definition. Die nachfolgenden Funktionen sollen alle Borel-messbar sein.
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Definition 4.14 [Integral beziiglich einer Verteilungsfunktion] Sei F' eine

Verteilungsfunktion auf R. Dann definieren wir

a) fir eine nichtnegative Funktion g das Integral von g beziglich F als

/R 9(x)dF () := Eplg] < oo,

wobei wir (vgl. oben) Er|g] und Eplg] simultan verwenden. Erlg] ist ein uns bekannter
Ausdruck: es ist der Erwartungswert der Zufallsgrosse g auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(R, B(R), Pr) (vgl Teil 4.2). Man benutzt an dieser Stelle tblicherweise ein kleines g fir

eine Zufallsgrosse (!) wegen spdterer Formeln!

b) Analog zu 4.3 definieren wir: eine Funktion g ist integrierbar beziglich F, falls

/R|g(a:)|dF(a:) < 0.

Wir definieren in dem Fall das Integral von g beziiglich F als

[ s@ar@ = [ 7 @irw - [ o @are),

R

Da Sie diese Integrationsform noch nicht kennen, als Erklarungsversuch ein Resultat aus
der Zukunft: wir werden spéter sehen, dass E[X] = [* =z dFx(z). Angenommen, X ist
eine NV (u, 0?)-Zufallsgrosse. Dann miisste ja gelten, dass E[X] = [* x dFx(z) = p. Wie
kann aber ein Integral {iber ganz R (!) von z einen endlichen Wert liefern, ja iiberhaupt
definiert sein? Da hilft eben die ungleiche Gewichtung durch dF', welche wir im Riemann-

Stieltjesschen Integral haben:
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Wir haben in Definition 4.14 das Integral beziiglich einer Verteilungsfunktion definiert
als etwas uns wohl bekanntes, als einen Erwartungswert. Damit konnen wir jetzt aber alle
Resultate aus 4.2 und 4.3 importieren - sie miissen auch fiir dieses Integral gelten. Wir
repetieren die wichtigsten Resultate summarisch und iibersetzen sie gleich in die neue

Sprache:
* g=c= [gdF = c (nicht so bei Riemann-Integral)
* B e B(R)) = [1pdF = Pp(B)
*g,hje >0;a,b € Ry oder g, h integrierbar und a,b € R dann (Linearitét)

/(ag+bh)dF:a/ng—|—b/hdF

* Monotonie: 0 < g < h oder g, h integrierbar und g < h = [ gdF < [ hdF
* Fatou: g,, > 0 fiir alle n, dann f liminf, g,dF < liminf, f gndF
* Monotone Konvergenz: 0 < g; < go... < g, | g firallez, dann [ g,dF 1 [ gdF.

* Majorisierte Konvergenz: g, — ¢ fur alle  und existiert h integrierbar, sodass

|9n| < h fiir alle n, dann [ g,dF' — [ gdF.

Wo stehen wir? Wir kénnen (ausser mit Hilfe von unbewiesenen Resultaten aus
WTS) zum Beispiel nicht mal einen Erwartungswert einer absolut-stetigen Zufallsgrosse
berechnen (ausser wir approximieren ihn mit Hilfe einer monoton wachsenden Folge von Er-
wartungswerten von einfachen Zufallsgrossen - viel Spass!). Wir werden jetzt zuerst unter-
suchen, wie ein Integral beziiglich einer Verteilungsfunktion aussieht, wenn die Verteilungs-
funktion diskret bzw absolut-stetig ist. Damit konnen wir dann in 4.5 endlich die Formeln

aus WTS (WT-Kapitel 4.0) herleiten.
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Integrale beziiglich diskreter Verteilungsfunktionen sind Summen:

Satz 4.15 [Integral beziiglich einer diskreten Verteilungsfunktion] Sei F'(t) =
S pil(t; < t), dann gilt fir alle nichtnegativen g

/9dF= Zpig(ti)- (4.1)

Beweis Satz 4.15:

Korollar 4.16 [integrierbares g bei diskretem F| g ist integrierbar bzgl F' genau

dann wenn

Zp,-]g(tm < 0.
In dem Fall gilt (4.1).
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Integrale beziiglich absolut-stetiger Verteilungsfunktionen sind Riemann-Integrale:

Satz 4.17 [Integral beziiglich einer absolut-stetigen Verteilungsfunktion] Sei
F eine absolut-stetige Verteilungsfunktion mit (stickweise) stetiger Dichtefunktion f. Sei

g nichtnegativ und (stickweise) stetig. Dann gilt:

Joar= | gz (42)
dabei haben wir auf der rechten Seite jetzt ein (normales) Riemann-Integral (vgl Satz 4.13).

Beweis-Skizze Satz 4.17 (Vervollstandigung in den ﬂbungen):

Korollar 4.18 [integrierbares g bei absolut-stetigem F| Sei F' eine absolut-
stetige Verteilungsfunktion mit (stiickweise) stetiger Dichtefunktion f. Sei g (stickweise)

stetig. Dann ist g integrierbar bzgl F, genau dann wenn

| ol < o

— 00

wobei dann (4.2) gilt.
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4.5 Operationelle Formeln zur Berechnung von Erwartungswerten

Wir werden in den folgenden 4 Resultaten (Satz 4.19, Korollar 4.20, Satz 4.21 und
Satz 4.22), meist zuerst immer noch relativ abstrakt, die zentralen Formeln herleiten. Diese
miissen danach noch explizit fiir die Anwendung ausgedeutscht werden (am Schluss von

Teil 4.5).

Satz 4.19 [Operationelle Formel bei nichtnegativen Zufallsgréssen| Sei X >

0. Dann gelten:
B[X] = /0 2dFy (z) = /0 1 — F(y)]dy. (4.3)

Wir haben also in der Mitte ein Integral bzgl einer Verteilungsfunktion, wobei jetzt g(x) =
x; das Integral rechts ist ein Riemann-Integrall Wir kennen die Formel rechts bereits aus

der WTS.

Beweis von Satz 4.19
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Der Spezialfall, wo X nur Werte auf Ny annimmt, war schon in der WTS speziell

hervorgehoben worden und wird in der AS eingesetzt:

Korollar 4.20 [Operationelle Formel bei Zufallsgrossen mit Werten nur in

No|] Sei P[X € Ng] = 1. Dann gelten:

o0

E[X] = i nP[X =n] =Y P[X >k (4.4)
n=0 k

=1

Beweis von Korollar 4.20

Wir werden jetzt auch negative Werte erlauben und erhalten dazu

Satz 4.21 [Operationelle Formel bei X € L] Sei X € L'. Dann gilt
E[X] :/ zdFx (z). (4.5)

— 00

Beweis von Satz 4.21
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Zum Schluss noch der Fall, wo wir nicht nur den Erwartungswert einer Zufallsgrosse
X, also F[X] berechnen wollen, sondern - wo g borelsch - den Erwartungswert einer trans-
formierten Zufallsgrosse g(z), also E[g(X)]. Dazu konnte man theoretisch einfach die
Verteilungsfunktion von g(X) berechnen und dann mit den bisherigen Formeln fortfahren.

Dies kann schwierig werden - es ist Gott sei Dank auch nicht notwendig:

Satz 4.22 [Operationelle Formel fiir E[g(X)]] Sei g(X) € L' oder zumindest g

nichtnegativ. Dann gilt

Blg) = [ g()iFx (o) (4.6)

— 00

Beweis von Satz 4.22
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Wirklich operationelle Formeln fiir den tiglichen Gebrauch und Thre Begriindung
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4.6 LP-Raume und Ungleichungen

In diesem Teil folgen wichtige Ungleichungen im Zusammenhang mit Erwartungswer-
ten. Man kann in einer allgemeinen Masstheorie-Vorlesung auf einem hoheren Niveau viele
der nachfolgenden Resultate abstrakter herleiten; die wichtigsten Anwendungen sind dann
in der Analysis (vgl Forster Analysis III, §10) und hier nachfolgend in der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Meist gibt es ein Pendant der folgenden Resultate mit Erwarungswerten
in der Form von Integralen (Riemann- und mehrdimensionale Lebesgue-Integra-

le) oder Summen.

Definition 4.23 [LP-Raum]| Sei 1 < p < oco. Dann bezeichnen wir mit LP die Menge

der Zufallsgrossen X derart, dass E[| X |P] < oo (p-tes Moment immer noch integrierbar).
Um uns kommende Beweise zu vereinfachen, behandeln wir noch

Lemma 4.24 [Young’s Ungleichung] Sei h : Ry — R, eine stetige, streng mono-
ton wachsende Funktion mit h(0) = 0 und h(co) = co. Sei k die punktweise Inverse von h.

Wir definieren H(z) := [ h(y)dy und K(z) := [ k(y)dy. Dann gilt fir alle a,b € Ry,

ab < H(a) + K(b).

Beweis Lemma 4.24
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Wir halten hier noch fest, dass natiirlich weiterhin die Jensen-Ungleichung (WTS-
Lemma 3.5) und die Ungleichung(en) von Bienayme-Tschebyschew (und artverwandte)
(WTS-Satz 5.1) gelten; Sie beweisen in den Ubungen eine Verallgemeinerung von WTS-
Satz 5.1.

Satz 4.25 [Ho6ldersche Ungleichung] Seien p,q > 1 derart, dass

mit X € LP und Y € L. Dann gilt XY € L' und
E[IXY]] < E[IX|P]V?E[]Y |4/,

Die analogen Sétze in der Analysis sind Satz 7 in §16 in Forster Analysis I (Summen),
Beispiel (18.5) in §18 in Forster Analysis I (Riemann-Integral) und Lemma 1 in §10 in

Forster Analysis III (mehrdimensionale Lebesgue-Integrale).

Beweis Holdersche Ungleichung

Korollar 4.26 [Cauchy-Schwarz Ungleichung] Seien X,Y € L?. Dann ist XY €
L' und

E(IXY]] < VE[IXPIE[Y]].

Die allgemeinste Form dieses Resultats ist wohl in der Linearen Algebra die gleichnamige
Ungleichung (Fischer LinAlg, 5.1.3 und 5.4.7). Die analogen Sétze in der Analysis finden
sich bei der Holderschen Ungleichung an oben genannten Stellen. Die Cauchy-Schwarz
Ungleichung ist offensichtlich ein Spezialfall der Holderschen Ungleichung wo p = q = 2;

damit ist nichts mehr zu beweisen.
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Nach diesen schonen Analogien zwischen der Analysis und der WT kommt jetzt leider
ein wichtiger Unterschied: Wir haben bereits in der WTS in den Ubungen (damals ohne
den jetzigen Uberbau - jetzt in der neuen Sprache) bewiesen, dass wenn 1 < r < s, dann

gilt L® C L"; der Beweis geht (WT hat endliches Mass!) folgendermassen:

Warum gilt das analoge Resultat nicht in der Analysis? Gegenbeispiel:

Sie untersuchen fir die WT noch den Fall wo 0 < r <s <1 in den Ubungen.

Neben obigen Inklusionen in der WT gilt sogar weitergehend, dass E[|X|?]*/? wachsend
istinp, p>1:

Korollar 4.27 [Lyapunov-Ungleichung] Sei 1 <r < s und X € L°. Dann gilt
E[|IX|"]V" < E[IX]]]V.

Beweis Korollar 4.27
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Wir haben in der WTS bereits (spétestens bei der Definition der Varianz) gesehen,
dass fiir X € L? immer gilt
E[X?] > E[X]?.

Man kann dies jetzt auf ganz viele Arten mit Hilfe obiger Siatze beweisen bzw memorieren,

wie alles?
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Wir kommen jetzt zu einem unscheinbaren Resultat (Dreiecksungleichung), welches

dann gewaltige Konsequenzen hat:

Satz 4.28 [Minkowski-Ungleichung] Sei p > 1 und X,Y € LP. Dann ist auch
X+Y eL? und
BIX + Y]/ < BIXJPYP + BV e

Die analogen Séitze in der Analysis sind Satz 8 in §16 in Forster Analysis I (Summen),
Beispiel (18.5) in §18 in Forster Analysis I (Riemann-Integral) und Corollar zu Lemma

1 in §10 in Forster Analysis III (mehrdimensionale Lebesgue-Integrale).

Beweis Satz 4.28

Nach Wikipedia (22. Mai 2008): Minkowski (1864-1909); 1896-1902 an ETHZ, Kollege

von Hurwitz, Albert Einstein war Schiiler von Minkowski.
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Was folgt jetzt aus Satz 4.287 Skizze weiterer Pfad in WT und Funktional-Analysis
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