Einfuhrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
Dr. C.J. Luchsinger
3 Erwartungswerte
Literatur Kapitel 3

* Statistik in Cartoons: Kapitel 4
* Krengel: 3.3 und 3.5 in § 3 und (Honours Program) 11.4 in § 11
* Storrer: 37, 38, 39, 40, 41, 49

3.1 Erwartungswert und Varianz einer diskreten und stetigen Zufallsgrosse
Ziele dieses Teils:

Die StudentInnen kennen die Definition des Erwartungswerts / der Varianz von diskreten
und stetigen Zufallsgrossen.

Sie konnen einfache Erwartungswerte / Varianzen selber berechnen und kennen weitere
Erwartungswerte / Varianzen von bekannten Zufallsgrossen (mehr dazu in Kapitel 4).
Gefiihl fiir Erwartungswerte / Varianzen (z.B. Schwerpunkt; "normalerweise” etwas wie

"mittlerer Wert”)

Falls wir Daten z1,x2,...,x, haben (mehr dazu in 3.3), kénnen wir einen sogenannten

Stichproben-Mittelwert berechnen:

1 &
7= ; ;.

Es ist denkbar, dass einige der x; den gleichen Wert darstellen. Wir konnten also obiges

umschreiben, indem wir iiber alle moglichen Werte von x summieren und mit n, angeben,

wie haufig Wert x vorgekommen ist. Damit erhalten wir:

n
_ 1 1 Ny
m::—Ewi:—E TN, = r—.
n n n

1=

alle x alle x
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Warum haben wir das gemacht? Weil
Ny

n

die relative Haufigkeit darstellt: wie haufig kommt x in n Daten vor, geteilt durch n. Wir
werden in Kapitel 5 sehen, dass diese Grosse gegen die wahre Wahrscheinlichkeit fiir dieses
Ereignis konvergiert

P[X = z],

wenn 1 — 0o. Deshalb definieren wir:

Definition 3.1 [Erwartungswert einer diskreten und stetigen Zufallsgrosse]

Der Erwartungswert E[X]| einer Zufallsgrisse X ist definiert als
{ Zmz x; P[X = x;] falls X diskret

E[X]:= 2 af(x)de falls X stetig.

Sei g(x) eine (messbare) Funktion von R nach R. Dann definieren* wir:
Yo 9(xi)PIX = ;] falls X diskret
Elg(X)] = {foo g(z) f(z)dx falls X stetig.

Diese Definitionen gelten, falls die Summe bzw. das Integral existiert (siehe Bemerkung 4
nachfolgend). Dabei wird jeweils iber den gesamten Wertebereich der Zufallsgrdsse sum-
miert respektive integriert. Diese einfachen Definitionen reichen fiir unsere Vorlesungen
aus. Es gibt allgemeinere Definitionen von E (siehe Visg WT). Die ”Definition*” von
E[g(X)] ist ibrigens streng genommen ein kleines Resultat und keine Definition (vgl Visg
WT).

Bemerkungen 1. Eine andere Bezeichnung fiir Erwartungswert ist Mittelwert.

2. Die Zufallsgrosse muss den Erwartungswert nicht annehmen: ”Reality differs from
Expectations!” Dazu noch das einfache Beispiel von Be(p), wo p € (0,1) und P[X = 1] =

p =1— P[X = 0]. Berechnen Sie den Erwartungswert dieser Zufallsgrosse:

Er wird offenbar von X nie angenommen, weil X entweder 0 oder 1 ist.
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3. Obschon wir im téglichen Leben oft mit Erwartungswerten argumentieren, ist es gar
nicht so einfach, zu verstehen, was das genau ist. Definition 3.1 ist algebraisch (eine
Summe) bzw. von der Analysis her (ein Integral) klar. Physikalisch ist der Mittelwert ein

Schwerpunkt. Die Wahrscheinlichkeiten sind dann Gewichte bzw. Gewichtsverteilungen.

4. [dieser 4. Punkt Honours-Programm; nicht Priifungsstoff] In Definition 3.1 haben wir
eine Summe (bzw. Integral) iiber potentiell unendlich viele Summanden / unendliches

Intervall. Es konnen 4 Falle auftreten:

a) Summe/Integral ist € (—o0, 00) ”Normalfall”; Bsp. aus Bemerkung 2

b) Summe/Integral ist = +oo; Bsp. auf Ubungsblatt 6.

c) Summe/Integral ist = —oo; Bsp. aus b) mit ¥ := —X

d) Summe/Integral ist nicht definiert: negativer Teil und positiver Teil geben —oco bzw.
+00; Bsp. auf Ubungsblatt 6, wenn man Dichte an y—Achse spiegelt und damit im nega-

tiven Bereich fortsetzt (und die Normierungskonstante halbiert!).
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Beispiele 1

1. Berechnen Sie in der Stunde den Erwartungswert der Anzahl Augen beim Wurf eines

perfekten Wiirfels. Uberlegen Sie sich zuerst, was es geben sollte.

2. Berechnen Sie in der Stunde den Erwartungswert einer U[—2, 1]-Zufallsgrosse. Uberle-

gen Sie sich zuerst, was es geben sollte.
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Meist ist es bei der Berechnung von Erwartungswerten von immensem Vorteil, wenn man
schon weiss, was es geben sollte. Klassisches Beispiel dazu ist die Poisson-Zufallgsgrosse.

Wenn man weiss, dass der Erwartungswert A sein muss, ist es ganz einfach:

3. Erwartungswert einer Po(\)-Zufallsgrosse, A > 0: Eine Poisson-Zufallsgrosse hat die

Verteilung;:

4. Auf Ubungsblatt 6 sind weitere Erwartungswerte zu berechnen. Wir fiigen hier noch
ein gerechnetes Beispiel an, nimlich der Erwartungswert einer N (u, 0?)-Zufallsgrosse. Je
nach Zeit wird das Beispiel in der Vorlesung auch besprochen. Der Erwartungswert sollte

definitionsgeméss p sein. Die Dichte ist (vgl. Aufgabe auf Blatt 4):

1
\V2To

o 3oz (x=1)*
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Damit steigen wir folgendermassen ein:

e 1
E[X] = / T e 507 (1) g
o o
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2mo
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2o

Offenbar ist der Erwartungswert ein Mass fiir die Lage der Zufallsgrosse ("wo werden
Werte etwa erwartet?”). Wir werden jetzt ein Mass fiir die Streuung der Zufallsgrosse

um diesen Erwartungswert kennenlernen.
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Definition 3.2 [Varianz/Standardabweichung einer diskreten und stetigen
Zufallsgrosse] Sei E[X?] < co. Mit ux = E[X] definieren wir die Varianz V[X] einer
Zufallsgrosse X als

>op (i — px)?P[X = x;] falls X diskret

VIX] = E[(X - px)*] = {ffooo(ﬂf —ux)2f(2)dz falls X stetig.

Dabei wird auch hier iber den gesamten Wertebereich der Zufallsgrosse summiert respek-
tive integriert. Die Standardabweichung sd (Standard Deviation) ist die Wurzel aus der

Varianz:

Man beachte: der Ausdruck

besteht aus 3 (!) Teilen. Welchen und weshalb?

Bemerkung zu Definition 3.2: Varianz bzw. Standardabweichung sind zwe: Masse
fiir die Streuung einer Zufallsgrosse. Es gibt aber viele weitere Masse fiir die Streuung.

Otto Normalverbraucher wiirde unter Standardabweichung tibrigens eher den Ausdruck:
E[|lX — px] (3.1)

vermuten. Dies ist die absolute (”|”), erwartete (" E”) Abweichung vom Erwartungswert
("X —px”): Mean absolute deviation. In den Ubungen ist ein einfaches Beispiel anzugeben,
das zeigt, dass

E|X — px|] = sd[X]

im Allgemeinen nicht gilt. In spateren Semestern wird man in der Analysis iibrigens lernen,

dass wegen der Holder-Ungleichung immer gilt:
E[IX — px|] < sd[X].

Man verwendet aus mathematischen Griinden (einfachere Rechnungen) in der Statistik

eher die Varianz anstatt die Mean absolute deviation.
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Beispiele 11

5. Berechnen Sie die Varianz einer Be(p)-Zufallsgrosse, wo p € (0,1):

6. Berechnen Sie die Varianz einer U|0, 1]-Zufallsgrosse:

7. Was vermuten Sie: wie wird die Varianz einer U0, 3]-Zufallsgrosse sein (Auflosung nach

Lemma 3.7)7

8. Wir fiigen hier noch ein gerechnetes Beispiel an, nimlich die Varianz einer N (u, o?)-
Zufallsgrosse. Je nach Zeit wird das Beispiel in der Vorlesung auch besprochen. Die

Varianz sollte definitionsgemiiss o2 sein. Die Dichte ist (vgl. Aufgabe auf Blatt 4):

1

\V2To

o 3oz (x=1)*
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Damit steigen wir folgendermassen ein (partielle Integration im 5. Schritt):

VIX] = E[(X — )% = /Oo (= )2

oo Vamo

& 1 1,2
=/ y° e 27V dy

oo 2mo

oo

1 2
=/ y(y e =7 )dy

1 2
e 27 F=H)

2o
2 oo 2
1 2 1 2
=—y O ey ® +/ O e w7y dy
V2o —oo V2O

In den Ubungen ist die Varianz einer exponentialverteilten Zufallsgrosse zu berechnen.

Definition 3.3 [Erwartungswert bei 2 involvierten Zufallsgréssen| Der Er-
wartungswert Elg(X,Y)] (2.B. g(z,y) = xy) von 2 Zufallsgréssen X und Y auf dem
gleichen Wahrscheinlichkeitsraum ist definiert als

r;, Yy )P X =x;,Y =y;| falls X, Y diskret
Elg(X.V)] = D 2oy, 9@ y5) Pl 71 .
s fy g(z,y) f(z,y)dydx falls X,Y stetig.
Daber wird auch hier iiber den gesamten Wertebereich der Zufallsgrossen summiert respek-

tive integriert. Analog verfahrt man bei mehr als 2 Zufallsgrossen.

Wir rechnen zu Definition 3.3 noch ein diskretes Beispiel vor. Es ist deshalb sehr wichtig,

weil sehr viel der bisherigen Theorie darin vorkommt!

Aufgabe: Sei Q := {wi,ws,ws}. P sei derart, dass P[{w1}] = 0.5, P{w2}] = 0.3 und
P{ws}] = 0.2. X(w1) = 3, X(w2) = 4, X(w3) = 5;Y(w1) = 2,Y(w2) = 2,Y(w3) = 7.
Gesucht ist E[X?Y +1/Y].
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Lésung: Wie ist g7 g(a,b) = a?b+ 1/b.
Welche Werte nimmt (X,Y) an? (3,2), (4,2),(5,7).
Mit welchen Wahrscheinlichkeiten? 0.5,0.3,0.2; d.h. z.B.

P[X =3Y =2] := P{w|X(w) =3,Y(w) = 2}] = P[{w1}] = 0.5.
In den Summen in Definition 3.3 kann man auch die Wertekombination (3,7) suchen und
sogar beriicksichtigen! Man kann sogar alle 3 mal 3 Kombinationen nehmen (ohne Un-
terscheidung, dass Y 2 mal den gleichen Wert annimmt). Jedoch kommen nur 3 Fille

mit positiver Wahrscheinlichkeit vor ((3,2),(4,2),(5,7)), der Rest wird dann in unterer

Summe mit 0 multipliziert.

Wir berechnen jetzt die Summe aus Definition 3.3, wobei wir nur noch die Kombinationen

nehmen, welche positive Wahrscheinlichkeit haben:

E[X?Y +1/Y] = (18 + 0.5)0.5 + (32 + 0.5)0.3 + (175 + 1/7)0.2 = 54.03.
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3.2 Einige wichtige Rechenregeln

Lemma 3.4 [Absolutbetrag ”vorher” und ”nachher”, Linearitit, Indikator-

funktion| Mit obiger Notation gelten (falls Summen und Integrale existieren):
a) |[E[X]| < E[|X]].
b) Linearitit des Erwartungswertes:

ElaX +bY] = aE[X] + bE]Y]

und damit unter anderem E[b] = b und E[0] = 0 (setze 2.B. a = 0,Y = 1). Umgangssprach-

lich nennt man Teil b): ”Konstanten herausziechen” und ”Summen auseinanderziehen”.

c) Mit I Indikatorfunktion (d.h. Ix(w) =1 gdww € A, 0 sonst, wo A € A) gilt:
E[I4] = P[I4 = 1] = P[A].
Umgangssprachlich: ”Erwartungswert von Indikator ist Wahrscheinlichkeit!”

Bemerkungen zu Lemma 3.4: 1. a) ist deshalb klar, weil sich auf der linken Seite
positive und negative X (w) gegenseitig aufheben kénnen, bevor der absolute Wert genom-
men wird. Auf der rechten Seite werden zuerst die absoluten Werte genommen, womit
dies nicht mehr passieren kann. Damit wird die rechte Seite ”>". Diese Ungleichung wird
in der Analysis (und Wahrscheinlichkeitstheorie) noch in den verschiedensten Varianten

vorkommen.

2. Wir haben gesehen, dass der Erwartungswert einer Be(p)-Zufallsgrosse gleich p ist. Die
Bin(n, p)-Zufallsgrosse ist ja eine Summe von n Be(p)-Zufallsgrossen (sogar unabhéngige
Summanden!). Wegen Lemma 3.4 b) muss deshalb der Erwartungswert einer Bin(n, p)-

Zufallsgrosse gleich np sein (vgl. auch die direkte Berechnung in den Ubungen).
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(teilweise) Beweis von Lemma 3.4 (mehr in Visg WT):

a) Wir machen den stetigen Fall; diskret als kleine, freiwillige Ubung.

EX]| = | / £f(2)dz] < / 2| (z)dz = E{|1X]].

b) Wir machen den stetigen Fall; diskret als kleine, freiwillige Ubung. Mit Definition 3.3
und Bemerkung 2 aus Sektion 2.4 folgt:

ElaX 4+ bY] = / / (az + by) fx,v (v, y)dydx
— / / azxfx.y (z,y)dyds + / / byfx,y(x,y)dydz
— / ax / fx.y(z,y)dydz + / by / fxy(x,y)dzdy
_ / azfx (z)dz + / by fy (y)dy

:a/xfx(x)dx+b/ny(y)dy
— aE[X] + bE[Y]

E[I4] = 0P[I4 = 0] + 1P[I4 = 1] = 0P[A°] + 1P[A] = P[A].

Fiir lineare g gilt offenbar

dies ist aber fiir beliebige g im Allgemeinen falsch. Immerhin gilt die sogenannte Jensen-

Ungleichung fiir konvexe g:

Lemma 3.5 [Jensen-Ungleichung] Fir konvezxe g gilt: Elg(X)] > g(E[X]). [math.

exakt: g muss borelsch sein und sowohl E[|g(X)|] < oo wie auch E[|X|] < c0.]

Bemerkungen zu Lemma 3.5: 1. Eine ” Anwendung” ist Lemma 3.7 b) wo g(z) = z?.
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2. In den Ubungen ist zu zeigen, dass E[1/X] = 1/E[X] im Allgemeinen nicht gilt. Sei
jetzt X eine stetige Zufallsgrosse auf (0,00). Versuchen Sie mit Hilfe von Lemma 3.5

herauszufinden, ob in diesem Fall E[1/X] < 1/FE[X] oder E[1/X] > 1/E[X] gilt.

3. Wie steht es mit konkaven g?

Beweis von Lemma 3.5:
g konvex bedeutet, dass fiir jedes x und a gilt (" Tangente an a”):
9(x) = g(a) + (x — a)g'(a).

Wir wéhlen jetzt speziell: a := F[X]. Dann gilt:

g(x) = g(E[X]) + (z — E[X])g'(E[X]).
Da dies fiir jedes x gilt, konnen wir fortfahren mit:

9(X) = g(E[X]) + (X — E[X])g"(E[X]).
Wir nehmen hiervon den Erwartungswert:

Elg(X)] = g(BIX]) + E[(X — E[X])]¢'(E[X]) = g(E[X]),

weil E[(X — E[X])] = 0.
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Lemma 3.6 [Alternative Berechnung des Erwartungswerts| Mit obiger Nota-
tion gelten (falls Summen und Integrale existieren):

Falls X Werte auf {0,1,2,3,...} annimmt, dann gilt:
E[X]=) P[X >n].
n>1

Falls X eine stetige Zufallsgrosse auf (0,00) mit Verteilungsfunktion F(t) ist, dann gilt

analog:

BIX] = /000(1 ()t = /OOO PIX > f]dt.

(unvollstindiger) Beweis von Lemma 3.6: Diese beiden iiberraschend eleganten Re-
sultate haben im diskreten wie im stetigen Fall eine sehr einfache Beweisskizze; bei beiden
Fallen gibt es dann aber leider eine schwierige Passage, welche Umordnungssatze benotigt,
welche uns (noch) nicht zur Verfiigung stehen (mehr in Vlsg WT). Wir begniigen uns

deshalb mit einleuchtenden Beweisskizzen:

diskret:

Wir beweisen jetzt mit Lemma 3.6, dass E[Ge(p)] = 1/p.
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stetig:

_ /Ooo PIX > #)dt

Im dritten Schritt haben wir die Integrationsreihenfolge vertauscht. Dies konnen wir bis
jetzt nicht begriinden.

O

Lemma 3.7 [elementare Rechenregeln der Varianz| Mit obiger Notation gelten:
a) ViaX +b] = a®>V|[X] fiir a,b reelle Zahlen (”Konstante quadratisch raus”).
b) VIX] = E[X?] — (E[X])?

Bemerkungen zu Lemma 3.7: 1. Wir haben uns in Beispiel 7 gefragt, wie wohl die
Varianz einer U|0, 3]-Zufallsgrosse sein muss. Sei X eine U|0, 1]-Zufallsgrosse. Man kann
einfach via Verteilungsfunktion (Kapitel 2.6) zeigen, dass dann Y := 3X eine UJ0, 3]-
Zufallsgrosse ist. Deshalb muss die Varianz von Y wegen Lemma 3.7 a) 9 mal grosser sein
als diejenige von X (also 9/12 = 3/4). Uberpriifen Sie, dass 3X eine U|0, 3]-Zufallsgrosse

ist.

2. In den Ubungen wird mit Hilfe von Lemma 3.7 b) die Varianz einer exponentialverteilten

Zufallsgrosse berechnet.
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3. Wir haben in den Ubungen E[X?] = A% + X einer Poisson())-verteilten Zufallsgrosse X
berechnet. In Beispiel 3 berechneten wir den Erwartungswert E[X] = A\. Wegen Lemma

3.7 b) ist also die Varianz hier V[X] = A2 + X — \? = \ (= E[X]).
4. Wegen Lemma 3.7 a) folgt mit a € R:
sdlaX] = |a|sd][X];

im Gegensatz zur Varianz kann man bei der Standardabweichung einen konstanten Faktor

einfach herausnehmen (Absolutbetrag!).

Beweis von Lemma 3.7: In den Ubungen Blatt 7.

O

Lemma 3.8 [Unabhingigkeit von Zufallsgrossen und Erwartungswerte| Mit

obiger Notation gelten (falls Summen und Integrale existieren):

a) Bei 2 Zufallsgrossen X und Y auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum gilt im Fall
von X []Y, dass
E[XY] = E[X]|E]Y]

(” Produkte auseinandernehmen”).

b) Sei (X;)I~, eine Folge von unabhingigen Zufallsgrossen (die gleiche Verteilung wird
nicht gefordert!). Dann gilt:

vV xi]=> VIX]]
i=1 i=1

(" Varianz der Summe ist die Summe der Varianzen”).
Bemerkung zu Lemma 3.8: Wir haben in Beispiel 5 gesehen, dass die Varianz einer
Be(p)-Zufallsgrosse gleich p(1 — p) ist. Die Bin(n, p)-Zufallsgrosse ist ja eine Summe von n
Be(p)-Zufallsgrossen (sogar unabhéngig!). Wegen Lemma 3.8 b) muss deshalb die Varianz
einer Bin(n, p)-Zufallsgrosse gleich np(1 — p) sein.
Deppenliste Rechenregeln:
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Beweis von Lemma 3.8: a) Wir machen den stetigen Fall; diskret als kleine, freiwillige

Ubung. Mit Definition 3.3 (g(z,y) := xy) folgt:

Bixy] = [ / ry fxy (0, y)dydz = / / 2y fx (@) fy (y)dyda
~ [ats@s [utrtay = BXIEY)

b) Teil b) sollte jedeR durcharbeiten, weil darin wichtige Rechenregeln fiir Erwartungswerte

(v.a. Lemma 3.4 b)) immer wieder eingesetzt werden.

v [Z X;] = E[(Z X; - E[Z Xi])%

=: Xn:V[X

Man beachte, dass wir nie gefordert haben, dass die X;’s die gleiche Verteilung haben!
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3.3 Einschub: Stichproben und deren Erwartungswerte/Varianzen

1. Dieser kleine Einschub ist ein wichtiger Vorgriff auf den Statistik-Teil ab Kapitel 6.

Er ist auch wichtig fiir die Ubungen mit dem Statistikpaket R. Folgenden Zusammenhang

sollte man sich vergegenwartigen:

2.

Bis jetzt haben wir immer Wahrscheinlichkeitstheorie gemacht.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie zeichnet sich dadurch aus, dass wir immer sicher wis-
sen, wie das Modell ist (z.B. ”Sei X eine N(0,1)-Zufallsgrosse.”) Wir miissen uns
in der Wahrscheinlichkeitstheorie nie Gedanken machen, ob dieses Modell iiberhaupt
7stimmt”.

Ich setze ab hier voraus, dass Sie weder Gott sind noch Seinen géttlichen Plan (inklusive
Verteilungen) kennen; zudem setze ich voraus, dass ”Gott wiirfelt”.

In der Statistik gilt folgendes: Wir haben nur die Daten d = (x1,z2,x3,...,2,)!!
und wissen nicht, aus welcher Verteilung die eigentlich stammen. Diese Daten konnen
Wiirfelaugen sein bei n Wiirfen, Blutdruckmessungen bei verschiedenen Personen oder

bei der gleichen Person zu verschiedenen Zeitpunkten, Aktienkurse etc.

So ist die Lage. Was jetzt folgt, ist weder gottlich, noch zwingend als Analysemethode.

Es ist ein Vorschlag unter vielen. Es gibt aber gute Griinde, am Anfang und unter anderem

folgende Untersuchungen zu machen:

Sortieren der Daten nach der Grosse, R: sort(d)

grosster und kleinster Wert, beide zusammen, Median, R: max(d), min(d), range(d),
median(d)

Histogramm, R: hist(d)

arithmetisches Mittel, Stichproben-Varianz, R: mean(d), var(d)

Beim letzten Punkt (arithmetisches Mittel Z, Stichproben-Varianz s?) wollen wir ein biss-

chen verweilen. Per Definitionem gilt hierfiir:

n
_ 1
l‘Z:—E ZT;
n -
1=1

59



und

a)

1 n
s? = (E fo) — 72
i=1

Bei der Definition von T wird offensichtlich, dass wir hier eigentlich einen Erwartungswert

berechnet haben, indem wir jedem Datenpunkt x; das Gewicht (die Wahrscheinlichkeit)
1
n

gegeben haben. Dasselbe haben wir bei der Stichproben-Varianz s auch gemacht (in R
wird var(d) leicht anders berechnet, man teilt dort durch (n — 1) - mehr dazu in Kapitel

7).

3. Wir sind von der Theorie zu den Daten gegangen und wollen jetzt unser Augenmerk
auf ein Zwischending lenken: Wir konnen doch in einem Statistikpaket wie R einfach eine
100-er Stichprobe von Daten nehmen, von denen wir wissen, dass sie aus einer A(0,1)-
Zufallsgrosse stammen: rnorm(100). Wir setzen hier voraus, dass R fiir unsere einfachen
Berechnungen einen guten Zufallsgenerator hat. Der gewaltige Vorteil von Simulationen
fiir die Statistik ist der, dass wir wissen, dass z.B. der Erwartungswert 0 war. mean(d)
wird aber gerade bei einer N (0, 1)-Zufallsgrosse niemals genau 0 sein. Wir kénnen aber
so feststellen, wie gut ein Schétzer wie das arithmetische Mittel fiir die Schatzung des
Erwartungswertes ist. Mehr dazu in Kapitel 7. Man mache sich klar, dass wir mit realen
Daten nicht wissen, wie die Verteilung eigentlich aussieht und was der Erwartungswert ist

(wir sind ja nicht Gott);

wenn wir mean(d) eingeben, kommt einfach eine reelle Zahl heraus... . So what?
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4. Jargon:

* In der Statistik mit realen Daten aus der Welt sprechen wir von Daten oder Stichproben;
bei Statistikpaketen oder wenn wir die Theorie anhand eines Beispiels veranschaulichen
wollen, sprechen wir von Realisationen: ”Sei x1,xs,...,x, eine Realisation vom Umfang

n aus einer NV(0, 1)-Zufallsgrosse”.

* Daten werden immer mit kleinen Buchstaben angegeben. Meist werden wir die dazuge-
horende Zufallsgrosse (aus der die Realisation stammt oder wir gehen zumindest mal davon

aus) mit den dazugehorenden Grossbuchstaben bezeichnen: X; und z;.

* Wenn nicht anders vereinbart, werden Stichproben/Realisationen vom Umfang n so
behandelt, dass man jedem Datenpunkt die Wahrscheinlichkeit 1/n zuweist und davon
ausgeht, dass die n Daten unabhangig voneinander generiert wurden. Nochmals: Dies

wird (mit gutem Grund) vereinbart und ist keineswegs zwingend! Wir haben dann also:

(X1 (w), Xo(w),..., Xp(w)) = (z1,22, ..., %pn),

wenn X; z.B. die Anzahl Augen beim i-ten Wurf ist und die Welt im Zustand w ist und

die X;’s voneinander unabhangig sind.

Wir wollen den Aspekt mit den Gewichten (1/n) noch kurz illustrieren. Wenn man ja eine
N (0, 1)-Zufallsgrosse hat, so kommen Werte um 0 ja haufiger vor, als Werte um 2, 3 oder

gar 4. Aber alle Werte der Realisation werden ja mit 1/n gewichtet. Ist das sinnvoll?
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3.4 Kovarianz und Korrelation

Die folgende Eigenschaft zweier Zufallsgrossen ist beispielsweise in der Finanzmathe-
matik extrem wichtig (Portfolio-Management, dort v.a. der Mean-Variance-Ansatz von

Markovitz). Betrachten wir deshalb ein Beispiel aus der Finanzwelt:

Definition 3.9 [Kovarianz, Korrelationskoeffizient] Seien X, Y zwei Zufallsgris-

sen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum mit E[X?] < oo, E[Y?] < cc.

a) Den Ausdruck Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] nennen wir Kovarianz von X
und Y.
b) Falls V[X] > 0,V[Y] > 0, so bezeichnen wir

Cov(X,Y)

Cor(X,Y) := VY]

als Korrelationskoeffizient von X und Y .
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Bemerkungen zu Definition 3.9 1. Die Befehle in R lauten ”cov(x,y)” resp. ”cor(x,y)”.

2. In den Ubungen sind ein paar einfache Turniibungen mit diesen Ausdriicken zu machen.

Es gelten:

a) Cou(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[X(Y — E[Y])] = E[(X - E[X])Y] =
E[XY] - E[X]|E[Y]

b) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y) fiir a, b, ¢, d € R (Lageninvarianz dank Zentrierung!)

¢) |Cor(aX +b,¢Y +d)| = |Cor(X,Y)| fiir a,b,c,d € R wo a # 0,c # 0 (Skaleninvarianz

dank Normierung!)
d) Cov(X,X) = V[X]

3. Wenn Cov(X,Y) = Cor(X,Y) =0, so nennen wir 2 Zufallsgrossen unkorreliert. Wenn
Cor(X,Y) > 0 sagen wir, X und Y seien positiv korreliert und wenn Cor(X,Y’) < 0 sagen

wir, X und Y seien negativ korreliert.

4. Bei Cov(X,Y) = 0 gilt offenbar wegen Turniibung a) auch F[XY| = E[X|E[]Y]. Wir
haben in Lemma 3.8 a) gesehen, dass wenn 2 Zufallsgrossen X,Y unabhéngig vonein-
ander sind, dann gilt auch E[XY] = E[X|E[Y]. Offenbar folgt also aus Unabhingigkeit
Unkorreliertheit:

unabhéngig = unkorreliert

5. Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass Unabhangigkeit von X und Y starker ist als
Unkorreliertheit. Sei P[(X,Y) = (—-1,1)] = 1/3, P[(X,Y) = (0,-2)] = 1/3, P[(X,Y) =
(1,1)] = 1/3. Zeigen Sie: Cov(X,Y) = 0; zeigen Sie mit Definition 2.6, dass X und Y

nicht unabhéngig voneinander sind.
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6. Wenn wir den Beweis von Lemma 3.8 b) nochmals durchgehen, sehen wir, dass fiir die

Giiltigkeit der Formel
VY Xil=) VX
i=1 i=1
die Unabhéangigkeit der Zufallsgrossen nicht zwingend ist: Dank Bemerkung 2 a) haben wir
mit Cov(X,Y) = 0 auch E[XY| = E[X]E[Y] und damit reicht bereits die Unkorreliertheit!

Bevor wir in Lemma 3.10 zwei wichtige Eigenschaften der Korrelationen préasentieren,
wollen wir noch auf eine umgangssprachliche Fehlleistung eingehen und die mathematisch

exakte Formulierung erarbeiten:

In der Alltagssprache kommt es haufig vor, dass man sagt, ”zwei Ereignisse seien miteinan-
der korreliert”, beispielsweise das Auftreten von Erdbeben in der Tiirkei und in Griechen-
land. Wir haben aber in Definition 3.9 gesehen, dass Korrelationen etwas mit Erwartungs-
werten von Zufallsgrossen zu tun haben. Ereignisse sind aber selber keine Zufallsgrossen.
Wir kénnen uns aber Lemma 3.4 ¢) bedienen: (zur Erinnerung: E[I4] = P[A]). Sei also T
das Ereignis, es gibt ein Erdbeben in der Tiirkei und G das Ereignis, es gibt ein Erdbeben
in Griechenland (jeweils innert einer Woche). Man will sagen, "wenn es in der Tiirkei
ein Erdbeben gibt (bedingte Wahrscheinlichkeit), so ist es wahrscheinlicher als sonst (un-
bedingte Wahrscheinlichkeit), dass es auch ein Erdbeben in Griechenland gibt”:

P|G|T] > P|G].
Daraus folgt aber
P|GNT]> P|G|P[T].

Wenn wir jetzt noch Lemma 3.4 ¢) zu Hilfe nehmen, so erhalten wir (falls unklar: Krengel
3.4 lesen)
EllcIr] > E[IG)E[I7).

Das heisst aber

Cov(lg,Ir) = E|lgIr] — E[lg]|E[IT] > 0,
also positive Kovarianz und damit auch positive Korrelation. Voila.
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Im folgenden Lemma werden wir im Teil b) ein Resultat présentieren, welches viel zum

Verstandnis der Korrelationen beitragt.

Lemma 3.10 [Der Korrelationskoeffizient als Mass der (linearen) Gleich-
laufigkeit] Seien X, Y zwei Zufallsgréssen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum mit

E[X?] < 00, E[Y?] < c0. Dann gelten:
a) |Cor(X,Y)| <1, wegen Normierung!
b) |Cor(X,Y)| =1 3Ja,beR: X(w) =a+bY(w) Vwe Q\N, P[N] =0.

Bemerkungen zu Lemma 3.10 1. In b) finden wir den Ausdruck "Q\N, P[N] = 0”.
Dies ist rein technisch (fast sicher, bis auf eine Nullmenge N). Wenn wir eine (endliche)

Stichprobe haben, ist es sogar ohne diesen Zusatz giiltig.

2. Man kann es nicht oft genug betonen: es geht in b) nur um (lineare) Gleichlaufigkeit
zwischen X und Y. Wenn man Bemerkung 5 zu Definition 3.9 anschaut, sieht man, dass
dort die Korrelation 0 ist. Das heisst, dass es keinerlei (lineare) Gleichldufigkeit gibt. Aber
Y ist 100 % von X abhéngig! Des weiteren folgt weder aus (linearer) Gleichlaufigkeit noch

aus stochastischer Abhangigkeit zwingend ein kausaler Zusammenhang:

3. Bevor wir zum Beweis schreiten, noch ein paar typische Bilder und deren Korrelationen:
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Beweis von Lemma 3.10 a) (E(Bemerkung 2 ¢) zu Definition 3.9) sei E[X] = E[Y] =0
und V[X] > 0, V[Y] > 0. Wir definieren auf Vorrat

E[XY]
VY]

A=

Dann steigen wir folgendermassen ein:
0 < E[(X —=AY)(X —\Y)]
0 < E[X?] - 2AE[XY] + N E[Y?].

Jetzt setzen wir \ ein:

E[XY|E[XY] E[XY]2E[Y?]
VY] VI[Y]?

Da E[Y] = 0ist V[Y] = E[Y?]; damit folgt:

0< E[X? -2

E[XY]?

0 < E[X?] - VY]

Das ist aber aquivalent zu:
E[XY)? < E[X?|V]Y] = E[X?]|E[Y?].

Wenn man jetzt noch die Wurzeln zieht, hat man a) bewiesen. Dieser Beweis wird in der
Linearen Algebra allgemein bei der Behandlung des Skalarproduktes nochmals vorkommen.
Auch in der Analysis ist dies ein prominentes Resultat. Der Name dieses Teilresultats ist

”Ungleichung von Cauchy-Schwarz” oder kurz ”CS##ung”.

b) 7<": Wir diirfen also X = a 4 bY benutzen. Wir benutzen auch Bemerkung 2 c) zu
Definition 3.9) und diirfen V[X] > 0, V[Y] > 0 voraussetzen.

|Cor(X,Y)| = |Cor(a+bY,Y)]
E[(a+bY —a— EDY])(Y — E[Y])] ‘
VV[Y VY]
_ | ElOY — EPpY))(Y — E[Y])] ‘
VY V[Y]
_ | EY - EY))(Y - E[Y])] ‘
VIYV[Y]
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7=": Wir diirfen a und b frei wihlen. Wir wihlen (dies muss man wissen, sonst ist der

Beweis schwierig)

Cov(X,Y)
VY]

_ Cov(X,Y)

a:= E[X] - E[Y], b:= VY]

Dann steigen wir folgendermassen ein (Nachrechnen als freiwillige, mithsame Hausaufgabe,

bei der man sich leicht verrechnen kann):
E[(X — (a +bY))?] = V[X] (1 — (Cor(X, Y))2>

Wenn jetzt aber die |Cor(X,Y)| = 1 ist, dann gilt E[(X — (a+bY))?] = 0. Wenn wir noch
substituieren Z := X — (a + bY’), so heisst dies

E[Z*] = 0.

Der folgende Schritt ist noch nicht mathematisch fiir uns begrindbar, kann jedoch nachvoll-

zogen werden: Dies heisst aber P[Z = 0] = 1, und somit X = a+bY Vw € Q\N, P[N] = 0.

O
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3.5 Bedingte Verteilungen und Definition des bedingten Erwartungswertes

gegeben Y = y

Um Verwechslungen zu vermeiden sei vorausgeschickt, dass eine allgemeine Definition
bedingter Erwartungswerte sehr aufwendig ist. Wir bedingen hier lediglich auf ein Ereignis
(gegeben Y = yo) - wir bedingen hier nicht auf eine Zufallsgrosse (E[X|Y], mehr dazu in
einer allfalligen Vorlesung iiber Mass- und Wahrscheinlichkeitstheorie). Zudem behandeln

wir hier nur die diskreten Zufallsgrossen und harmlose stetige Zufallsgrossen.

Wir miissen als Vorbereitung auf die bedingten Erwartungswerte noch bedingte Verteilun-
gen einfithren: Fir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt

P[AN B|

PUAIB] = =5

Wir konnen dann im Fall diskreter Zufallsgrossen folgendermassen fortfahren: Mit
A:={X =z2},B :={Y = yp} ist P[A|B] die Wahrscheinlichkeit, dass X = z ist, wenn
Y =y ist (falls X ]V, ist dies einfach P[X = z]):

PHX =2} n{Y =yo}] _ PHwX(w) = 2} N{w|Y(w) = yo}]

PHY = yo}] - PH{w]Y (w) = yo}]

Wir kénnen jetzt noch x variieren und erhalten damit die Verteilung von ganz X|Y = yo

P[X =z|Y = y| :=

(zur Erinnerung an 1.4.5: bedingte Wahrscheinlichkeiten sind auch Wahrscheinlichkeiten).

Die Schwierigkeiten liegen im stetigen Fall: bei stetigen Zufallsgrossen X,Y gilt ja
P[X = z] = P[Y = y = 0, wenn x,yy konkrete, feste, reelle Zahlen sind. Damit
hatten wir oben 0/0, was nicht definiert ist. Da sich Wahrscheinlichkeitsfunktionen und
Dichtefunktionen von der Bedeutung her entsprechen, ist man trotzdem versucht, bedingte
Dichtefunktionen folgendermassen zu definieren (und in vielen Lehrbiichern geschieht dies

auch diskussionslos):

 fxy(z,y0)
Sty (@) = fy (o)

falls fy (yo) > 0. (3.2) konnen wir als Definition stehen lassen (sie ist sinnvoll), wollen aber

trotzdem mit einem Limesresultat noch begriinden, dass dies die Verteilung von X|Y = yq

angibt. Diese Begriindung ist nicht Priifungsstoff sondern Honours-Programm.
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Wir repetieren zuerst Definition 2.4 und betrachten dann den Ausdruck

P[X <a,Y € [yo — h,yo + h]]

P[X <alY € [yo— h,yo + h]] = PY € [yo — h,yo + h]]

Jetzt sind Zahler und Nenner nicht mehr 0 - gehen aber in unteren Rechnungen gegen
0! Wir werden jetzt h N\, 0 gehen lassen und benutzen zwei mal den Mittelwertsatz der
Integralrechnung (Forster Analysis I, Satz 8, § 18). Weiter setzen wir voraus, dass die
Dichten fx(z), fy (y) und fx y(x,y) stetige, beschrankte Funktionen sind (es geht auch
mit weniger starken Forderungen, aber wir haben das immer erfiillt).

P[X <a,Y _
lim P[X < alY € [yo — h,yo + h]] = lim [X <a,Y €[yo— h,yo + hl|

h\0 h\0 P[Y € [fyo — h;yO + h]]
a o+h
= lim Joe yyojh Ix.y(z,y)dydx
h
N )y
= lim fi’o 2hfx,y (@, n(z, h))ds
N0 2hfy (§(h))

[0 Ixy(zon(z, h))da

= lim
N0 fy (§(h))
B ffoo fxv(z,y0)dz
fy (yo)

Ixy(xy0)
—00 fY (yO)
Also kénnen wir wegen Definition 2.4 den Ausdruck (3.2) als bedingte Dichte von XY = yq

auffassen. Damit konnen wir einen wichtigen Begriff einfiihren:

Definition 3.11 [bedingter Erwartungswert gegeben Y = yo| Wir definieren
den bedingten Erwartungswert E[X|Y = yo] als:

EIXIY = val = Yow, TiP[X = x;|Y = yo] falls X diskret
[ | N yO] o fjooo J:fX|Y:y0 (m)dl’ falls X Stetlg

Offenbar hangt dieser bedingte Erwartungswert von yy ab. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
sind selber auch Wahrscheinlichkeiten (ebenso sind bedingte Dichten selber auch Dichten!);
wir haben also einfach einen gewohnlichen Erwartungswert von X berechnet bedingt auf

das Ereignis, dass Y = yq ist.

69



Das nachfolgende Resultat ist ein Pendant auf der Ebene der Erwartungswerte zu Lemma

1.7 (FTW) auf der Ebene der Wahrscheinlichkeiten:

Lemma 3.12 [Formel vom totalen Erwartungswert FTE]| Mit obigen Bezeich-

nungen gilt

EX) = >y E[X]Y =y,;|P[Y =y;] falls X,Y diskret
[ EX|Y =ylfy(y)dy  falls X,Y stetig.

Beweis von Lemma 3.12; diskreter Fall:
E[X]:= Z:I:-P = 14
= ZmZZP[X =z, Y = yj]
_Z%ZP[X—:IJZ\Y—ZJJ] Y = y;]
- sz P[X = z,|Y = y;]P[Y = yj]
— ZZ;@P = 2;]Y = y;] P[Y = y;]
Yi

=Y E[X|Y =y,]P[Y = y]
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